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Como hemos dicho, hemos de tener especial cuidado al aplicar esta regla con determinantes, puesto
que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.

Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:

C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

mediante la regla de Sarrus es:
det(C)=5+16+0-(12+2+0)=21-14=7.
Si hiciésemos ceros en la primera columna, y desarrollásemos nos debeŕıa dar lo mismo. Ahora

bien,podemos hacer cero el 4 de la primera columna mediante:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

F3−4áF1=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
0 −7 −7

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

1 2
−7 −7

∣
∣
∣
∣
= −7 + 14 = 7.

lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna seŕıa un error
hacer: ∣

∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4áF1−F3−→

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 7 7
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 4 ·
∣
∣
∣
∣

7 7
1 2

∣
∣
∣
∣
= 4 · (14− 7) = 28.

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la fila sustituida por un número y eso altera el
valor del determinante. Luego la fila a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relación entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relación entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
verifica que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa ⇐⇒ |A| ≠ 0.
Además, en este caso, la matriz inversa de A, A−1 se calcula de la manera:

A−1 =
(Adj(A)t

|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A =

⎛

⎝

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

⎞

⎠.

En primer lugar,|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 + 0 + 0− (1− 3 + 0) = 2 y por tanto A tiene inversa.

Calculando Adj(A), se obtiene:

Adj(A) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∣
∣
∣
∣

1 −3
1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

0 −3
−1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 1
−1 1

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

0 −1
1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 −1
−1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

1 0
−1 1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 −1
1 −3

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

1 −1
0 −3

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 0
0 1

∣
∣
∣
∣

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎝

3 3 1
−1 −1 −1
1 3 1

⎞

⎠
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que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.

Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:
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!
!
!
!
!
!

1 2 3
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4 1 5

!
!
!
!
!
!

mediante la regla de Sarrus es:
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!
!
!
!
!
!

1 2 3
0 1 2
4 1 5

!
!
!
!
!
!

F3 ! 4áF1=

!
!
!
!
!
!

1 2 3
0 1 2
0 ! 7 ! 7

!
!
!
!
!
!

=

!
!
!
!

1 2
! 7 ! 7

!
!
!
! = ! 7 + 14 = 7 .

lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna ser«õa un error
hacer: !

!
!
!
!
!

1 2 3
0 1 2
4 1 5

!
!
!
!
!
!

4áF1! F3!"

!
!
!
!
!
!

0 7 7
0 1 2
4 1 5

!
!
!
!
!
!

= 4 á

!
!
!
!
7 7
1 2

!
!
!
! = 4 á(14 ! 7) = 28.

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la Þla sustituida por un n«umero y eso altera el
valor del determinante. Luego la Þla a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relación entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relaci«on entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
veriÞca que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa#$ |A| %= 0.
Adem«as, en este caso, la matriz inversa de A,A! 1 se calcula de la manera:

A! 1 =
(Adj (A)t

|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matrizA =

"

#
1 0 ! 1
0 1 ! 3

! 1 1 0

$

%.

En primer lugar,|A| =

!
!
!
!
!
!

1 0 ! 1
0 1 ! 3

! 1 1 0

!
!
!
!
!
!

= 0 + 0 + 0 ! (1 ! 3 + 0) = 2 y por tanto A tiene inversa.

Calculando Adj(A), se obtiene:

Adj (A) =

"

&
&
&
&
&
&
#

!
!
!
!
1 ! 3
1 0

!
!
!
! !

!
!
!
!

0 ! 3
! 1 0

!
!
!
!

!
!
!
!

0 1
! 1 1

!
!
!
!

!

!
!
!
!
0 ! 1
1 0

!
!
!
!

!
!
!
!

1 ! 1
! 1 0

!
!
!
! !

!
!
!
!

1 0
! 1 1

!
!
!
!

!
!
!
!
0 ! 1
1 ! 3

!
!
!
! !

!
!
!
!
1 ! 1
0 ! 3

!
!
!
!

!
!
!
!
1 0
0 1

!
!
!
!

$

'
'
'
'
'
'
%

=

"

#
3 3 1

! 1 ! 1 ! 1
1 3 1

$

%
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⎜
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⎜
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⎜
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∣
∣
∣
∣

1 −3
1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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0 1
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∣
∣
∣
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−
∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣

1 −1
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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⎟
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⎛
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Según la propiedad 7, a la cuarta columna se le suma la primera columna multiplicada por 
menos 2, lo que dará lugar a un determinante del mismo valor, quedando el siguiente determinante con 
una primera fila con tres elementos nulos, lo que facilita la resolución del mismo mediante el método de 
los adjuntos: 
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La matriz adjunta de una matriz cuadrada A es otra matriz que resulta de sustituir cada elemento 
por su adjunto. 

�»
�»
�»

�¼

�º

�«
�«
�«

�¬

�ª
� 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A ; 

�»
�»
�»

�¼

�º

�«
�«
�«

�¬

�ª
� 

333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

)A(Adj  

 

Ejemplo: 

Calcule la matriz adjunta de 
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A . 
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Matriz inversa. 
La matriz inversa de una matriz cuadrada es otra matriz cuyo producto por la primera es igual a 

la matriz unidad o identidad: 

IAA 1 =⋅ −  

Para obtener la matriz inversa A-1 de una matriz A se utiliza la matriz adjunta: 

A

)A(Adj
A

t
1 =−  

Nota: Es condición necesaria que el determinante de A sea distinto de 0. 

Ejemplo: 

Para calcular la inversa de la matriz 
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A  se procede así: 

Se comprueba primero si el determinante de la matriz es distinto de cero, pues en caso 
contrario, la matriz no admite inversa. 
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Para obtener la matriz inversa A-1 se divide la matriz adjunta de la traspuesta de A por su 
determinante que ya ha sido calculado: 
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Según la propiedad 7, a la cuarta columna se le suma la primera columna multiplicada por 
menos 2, lo que dará lugar a un determinante del mismo valor, quedando el siguiente determinante con 
una primera fila con tres elementos nulos, lo que facilita la resolución del mismo mediante el método de 
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La matriz adjunta de una matriz cuadrada A es otra matriz que resulta de sustituir cada elemento 
por su adjunto. 
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Ejemplo: 
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Como hemos dicho, hemos de tener especial cuidado al aplicar esta regla con determinantes, puesto
que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.

Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:

C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

mediante la regla de Sarrus es:
det(C)=5+16+0-(12+2+0)=21-14=7.
Si hiciésemos ceros en la primera columna, y desarrollásemos nos debeŕıa dar lo mismo. Ahora

bien,podemos hacer cero el 4 de la primera columna mediante:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

F3 ! 4áF1=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
0 −7 −7

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

1 2
−7 −7

∣
∣
∣
∣
= −7 + 14 = 7.

lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna seŕıa un error
hacer: ∣

∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4áF1! F3−→

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 7 7
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 4 ·
∣
∣
∣
∣

7 7
1 2

∣
∣
∣
∣
= 4 · (14− 7) = 28.

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la fila sustituida por un número y eso altera el
valor del determinante. Luego la fila a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relaci«on entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relación entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
verifica que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa ⇐⇒ |A| ≠ 0.
Además, en este caso, la matriz inversa de A, A! 1 se calcula de la manera:

A! 1 =
(Adj(A)t

|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A =

⎛

⎝

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

⎞

⎠.

En primer lugar,|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 + 0 + 0− (1− 3 + 0) = 2 y por tanto A tiene inversa.

Calculando Adj(A), se obtiene:

Adj(A) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∣
∣
∣
∣

1 −3
1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

0 −3
−1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 1
−1 1

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

0 −1
1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 −1
−1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

1 0
−1 1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 −1
1 −3

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

1 −1
0 −3

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 0
0 1

∣
∣
∣
∣

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎝

3 3 1
−1 −1 −1
1 3 1

⎞

⎠

Ejemplo	2
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Por tanto,

(Adj(A)t) =

⎛

⎝

3 −1 1
3 −1 3
1 −1 1

⎞

⎠

Y entonces, se obtiene:

A−1 =

⎛

⎝

3
2

−1
2

1
2

3
2

−1
2

3
2

1
2

−1
2

1
2

⎞

⎠

Ejercicio: Calcular la inversa anterior por el método de Gauss.

6.12. Aplicación de los determinantes al cálculo del rango

Los determinantes también proporcionan una forma sencilla de calcular el rango de una matriz
cualquiera.

Un definición alternativa de rango de una matriz es:
El Rango de una matriz A es el tamaño del mayor menor complementario no nulo que esté incluido

dentro de la matriz.
Aplicando este criterio, calculemos el rango de las matrices siguientes:

A =
(

1 1
2 2

)

B =
(

0 3
1 1

)

C =

⎛

⎝

1 1 0
2 1 1
−1 1 −2

⎞

⎠ D =
(

2 4 6
−1 −2 −3

)

a) Sólo hay un menor de orden 2, que es:
∣
∣
∣
∣

1 1
2 2

∣
∣
∣
∣
= 0

Como es nulo, el rango de la matriz NO es 2. Menores de orden 1 hay 4, por ejemplo |1| = 1, que es
no nulo,luego el rango de la matriz es Rg(A)=1 (el tamaño de dicho menor complementario).

b) Sólo hay un menor de orden 2, que es:
∣
∣
∣
∣

0 3
1 1

∣
∣
∣
∣
= 0− 3 = −3

Como no es nulo, el rango de la matriz es Rg(B)=2 (el tamaño de dicho menor complementario).
c) Sólo hay un menor de orden 3, que es:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
2 1 1
−1 1 −2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −2− 1 + 0− (0 + 1− 4) = −3 + 3 = 0

Como es nulo, podemos asegurar que el rango NO es 3.
Menores de orden 2 hay 9. Calculando alguno:

∣
∣
∣
∣

1 0
1 1

∣
∣
∣
∣
= 1

resulta que es no nulo, luego el rango es Rg(C)=2 (el tamaño de dicho menor complementario).
d) El menor más grande que podemos formar es de orden 2. Hay 3 de ellos:

∣
∣
∣
∣

2 4
−1 −2

∣
∣
∣
∣
= −4 + 4 = 0

∣
∣
∣
∣

2 6
−1 −3

∣
∣
∣
∣
= −6 + 6 = 0

∣
∣
∣
∣

4 6
−2 −3

∣
∣
∣
∣
= −12 + 12 = 0
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⎠
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⎛
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3
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! 1
2

1
2

3
2

! 1
2

3
2

1
2

! 1
2

1
2

⎞

⎠
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
2 1 1
−1 1 −2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −2− 1 + 0 − (0 + 1 − 4) = −3 + 3 = 0

Como es nulo, podemos asegurar que el rango NO es 3.
Menores de orden 2 hay 9. Calculando alguno:

∣
∣
∣
∣

1 0
1 1

∣
∣
∣
∣

= 1

resulta que es no nulo, luego el rango es Rg(C)=2 (el tama÷no de dicho menor complementario).
d) El menor m«as grande que podemos formar es de orden 2. Hay 3 de ellos:

∣
∣
∣
∣

2 4
−1 −2

∣
∣
∣
∣

= −4 + 4 = 0

∣
∣
∣
∣

2 6
−1 −3

∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
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∣
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∣
∣
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40. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 3
2 3 6 7
1 2 5 5
1 1 2 4

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

5 ! 1 0 ! 2
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

41. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 5
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
0 2 ! 5
1 1 ! 3

! 1 0 1

$

&

42. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 4
2 3 6 9
1 2 5 6
1 1 2 5

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

6 ! 1 0 ! 3
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

43. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 6
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
2 2 ! 7
2 1 ! 4

! 1 0 1

$

&

44. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 5
2 3 6 11
1 2 5 7
1 1 2 6

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

7 ! 1 0 ! 4
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

45. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 7
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
4 2 ! 9
3 1 ! 5

! 1 0 1

$

&

46. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 6
2 3 6 13
1 2 5 8
1 1 2 7

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

8 ! 1 0 ! 5
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

47. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 8
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
6 2 ! 11
4 1 ! 6

! 1 0 1

$

&

48. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 7
2 3 6 15
1 2 5 9
1 1 2 8

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

9 ! 1 0 ! 6
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

49. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 9
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
8 2 ! 13
5 1 ! 7

! 1 0 1

$

&

50. Calcula la inversa de

!

"
"
#

1 1 2 8
2 3 6 17
1 2 5 10
1 1 2 9

$

%
%
& y comprueba que es:

!

"
"
#

10 ! 1 0 ! 7
! 5 3 ! 2 1
2 ! 1 1 ! 1

! 1 0 0 1

$

%
%
&

51. Calcula la inversa de la matriz

!

#
! 1 2 1
! 2 5 10
! 1 2 2

$

& y comprueba que el resultado es

!

#
10 2 ! 15
6 1 ! 8

! 1 0 1

$

&
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64. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 6
2 3 6 14
1 2 5 9
1 1 2 7

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

7 ° 1 0 ° 4
° 4 3 ° 2 0
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

65. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 2
°2 5 10
°1 2 3

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
5 2 ° 10
4 1 ° 6
°1 0 1

1

A

66. Calcula la inversa de la matriz

0

BB@

1 c d f
2 2 c+ 1 2 d + b 2 f + e
1 c+ 1 d + b+ 1 f + e+ a
1 c d f + 1

1

CCA

y comprueba que el resultado es:

0

BB@

f ° c e° a d° d + a b c+ b c+ 2 c+ 1 d° b c° c ° (d° b c) ° (f ° c e° a d+ a b c)
e° a b° b° 2 b+ 1 °b ° (e° a b)

a + 1 °1 1 °a
°1 0 0 1

1

CCA

67. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 a b
°2 2 a + 1 c+ 2 b
°1 a b+ 1

1

A

y comprueba que el resultado es:

0

@
a c° b° 2 a° 1 a ° (a c° b)

c° 2 1 °c
°1 0 1

1

A

D. Diagonalización de matrices

68. Dada la matriz A =

0

@
3 ° 1 ° 1
1 1 ° 1
1 ° 1 1

1

A
se pide responder a las siguientes preguntas:

a) Calcula el polinomio característico de A y sus raíces dando las multiplicidades.

Solución:

pA(x) = (x ° 2)2(x ° 1), m(2) = 2 m(1) = 1.

b) Calcula una base del espacio vectorial S = {(x, y, z) : (A ° 2I 3)(x, y, z)t = (0, 0, 0)t}.
Solución:

ØS = {(1, 1, 0), (1, 0, 1)}.

c) Calcula una base del espacio vectorial T = {(x, y, z) : (A ° 1I 3)(x, y, z)t = (0, 0, 0)t}.
Solución:

ØT = {(1, 1, 1)}.
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12. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

8 8 7 18
8 4 4 9
4 1 1 1
4 3 3 9

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

4 3 7
12 10 27
8 7 14

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

4 3 7
13 11 28
8 7 14

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

9 8 7 18
8 5 4 9
4 1 2 1
4 3 3 9

ØØØØØØØØ

Soluci—n:

(a) 8, (b) -24, (c) -21 (d) -72

13. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

6 8 7 20
6 4 4 10
3 1 1 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

3 3 8
9 10 31
6 7 16

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

3 3 8
10 11 32
6 7 16

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

7 8 7 20
6 5 4 10
3 1 2 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ

Soluci—n:

(a) 6, (b) -21, (c) -16 (d) -54

14. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)
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