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CAPÍTULO 6. MATRICES Y DETERMINANTES 100

Como hemos dicho, hemos de tener especial cuidado al aplicar esta regla con determinantes, puesto
que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.

Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:

C =

∣
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∣
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1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
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∣
∣
∣
∣

mediante la regla de Sarrus es:
det(C)=5+16+0-(12+2+0)=21-14=7.
Si hiciésemos ceros en la primera columna, y desarrollásemos nos debeŕıa dar lo mismo. Ahora

bien,podemos hacer cero el 4 de la primera columna mediante:
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−7 −7
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∣
∣
∣
= −7 + 14 = 7.

lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna seŕıa un error
hacer: ∣
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= 4 ·
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1 2
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∣
= 4 · (14− 7) = 28.

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la fila sustituida por un número y eso altera el
valor del determinante. Luego la fila a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relación entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relación entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
verifica que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa ⇐⇒ |A| ≠ 0.
Además, en este caso, la matriz inversa de A, A−1 se calcula de la manera:

A−1 =
(Adj(A)t

|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A =

⎛

⎝

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

⎞

⎠.

En primer lugar,|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −1
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= 0 + 0 + 0− (1− 3 + 0) = 2 y por tanto A tiene inversa.

Calculando Adj(A), se obtiene:
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Según la propiedad 7, a la cuarta columna se le suma la primera columna multiplicada por 
menos 2, lo que dará lugar a un determinante del mismo valor, quedando el siguiente determinante con 
una primera fila con tres elementos nulos, lo que facilita la resolución del mismo mediante el método de 
los adjuntos: 
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MATRIZ INVERSA Y OTRAS MATRICES. 
Matriz adjunta. 
La matriz adjunta de una matriz cuadrada A es otra matriz que resulta de sustituir cada elemento 

por su adjunto. 
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Matriz inversa. 
La matriz inversa de una matriz cuadrada es otra matriz cuyo producto por la primera es igual a 

la matriz unidad o identidad: 

IAA 1 =⋅ −  

Para obtener la matriz inversa A-1 de una matriz A se utiliza la matriz adjunta: 

A
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Nota: Es condición necesaria que el determinante de A sea distinto de 0. 
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Para obtener la matriz inversa A-1 se divide la matriz adjunta de la traspuesta de A por su 
determinante que ya ha sido calculado: 
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Como hemos dicho, hemos de tener especial cuidado al aplicar esta regla con determinantes, puesto
que no podemos hacer las mismas operaciones que con las matrices, lo que puede confundir.

Por ejemplo, si queremos calcular el determinante:

C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

mediante la regla de Sarrus es:
det(C)=5+16+0-(12+2+0)=21-14=7.
Si hiciésemos ceros en la primera columna, y desarrollásemos nos debeŕıa dar lo mismo. Ahora

bien,podemos hacer cero el 4 de la primera columna mediante:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

F3−4·F1=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
0 −7 −7

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

1 2
−7 −7

∣
∣
∣
∣
= −7 + 14 = 7.

lo que es correcto. Sin embargo, si queremos hacer cero el 1 de la primera columna seŕıa un error
hacer: ∣

∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4·F1−F3−→

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 7 7
0 1 2
4 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 4 ·
∣
∣
∣
∣

7 7
1 2

∣
∣
∣
∣
= 4 · (14− 7) = 28.

no obtenemos lo mismo, porque hemos multiplicado la fila sustituida por un número y eso altera el
valor del determinante. Luego la fila a sustituir conviene no multiplicarla, como en el primer ejemplo,
puesto que si no nos damos cuenta, podemos variar el valor del determinante.

6.11. Relación entre la inversa y los determinantes

Hay una estrecha relación entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante. De hecho se
verifica que:

Propiedad: Una matriz cuadrada A tiene inversa ⇐⇒ |A| ≠ 0.
Además, en este caso, la matriz inversa de A, A−1 se calcula de la manera:

A−1 =
(Adj(A)t

|A|

donde Adj(A) denota la matriz adjunta de A, es decir, aquella que se obtiene de sustituir cada elemento
de A por su adjunto.

Ejemplo: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A =

⎛

⎝

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

⎞

⎠.

En primer lugar,|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −1
0 1 −3
−1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 + 0 + 0− (1− 3 + 0) = 2 y por tanto A tiene inversa.

Calculando Adj(A), se obtiene:

Adj(A) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∣
∣
∣
∣

1 −3
1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

0 −3
−1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 1
−1 1

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

0 −1
1 0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 −1
−1 0

∣
∣
∣
∣
−

∣
∣
∣
∣

1 0
−1 1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

0 −1
1 −3

∣
∣
∣
∣

−
∣
∣
∣
∣

1 −1
0 −3

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 0
0 1

∣
∣
∣
∣

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎝

3 3 1
−1 −1 −1
1 3 1

⎞

⎠

Ejemplo	2
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Por tanto,

(Adj(A)t) =

⎛

⎝

3 −1 1
3 −1 3
1 −1 1

⎞

⎠

Y entonces, se obtiene:

A−1 =

⎛

⎝

3
2

−1
2

1
2

3
2

−1
2

3
2

1
2

−1
2

1
2

⎞

⎠

Ejercicio: Calcular la inversa anterior por el método de Gauss.

6.12. Aplicación de los determinantes al cálculo del rango

Los determinantes también proporcionan una forma sencilla de calcular el rango de una matriz
cualquiera.

Un definición alternativa de rango de una matriz es:
El Rango de una matriz A es el tamaño del mayor menor complementario no nulo que esté incluido

dentro de la matriz.
Aplicando este criterio, calculemos el rango de las matrices siguientes:

A =
(

1 1
2 2

)

B =
(

0 3
1 1

)

C =

⎛

⎝

1 1 0
2 1 1
−1 1 −2

⎞

⎠ D =
(

2 4 6
−1 −2 −3

)

a) Sólo hay un menor de orden 2, que es:
∣
∣
∣
∣

1 1
2 2

∣
∣
∣
∣
= 0

Como es nulo, el rango de la matriz NO es 2. Menores de orden 1 hay 4, por ejemplo |1| = 1, que es
no nulo,luego el rango de la matriz es Rg(A)=1 (el tamaño de dicho menor complementario).

b) Sólo hay un menor de orden 2, que es:
∣
∣
∣
∣

0 3
1 1

∣
∣
∣
∣
= 0− 3 = −3

Como no es nulo, el rango de la matriz es Rg(B)=2 (el tamaño de dicho menor complementario).
c) Sólo hay un menor de orden 3, que es:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
2 1 1
−1 1 −2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −2− 1 + 0− (0 + 1− 4) = −3 + 3 = 0

Como es nulo, podemos asegurar que el rango NO es 3.
Menores de orden 2 hay 9. Calculando alguno:

∣
∣
∣
∣

1 0
1 1

∣
∣
∣
∣
= 1

resulta que es no nulo, luego el rango es Rg(C)=2 (el tamaño de dicho menor complementario).
d) El menor más grande que podemos formar es de orden 2. Hay 3 de ellos:

∣
∣
∣
∣

2 4
−1 −2

∣
∣
∣
∣
= −4 + 4 = 0

∣
∣
∣
∣

2 6
−1 −3

∣
∣
∣
∣
= −6 + 6 = 0

∣
∣
∣
∣

4 6
−2 −3

∣
∣
∣
∣
= −12 + 12 = 0
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∣
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40. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 3
2 3 6 7
1 2 5 5
1 1 2 4

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

5 ° 1 0 ° 2
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

41. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 5
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
0 2 ° 5
1 1 ° 3
°1 0 1

1

A

42. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 4
2 3 6 9
1 2 5 6
1 1 2 5

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

6 ° 1 0 ° 3
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

43. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 6
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
2 2 ° 7
2 1 ° 4
°1 0 1

1

A

44. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 5
2 3 6 11
1 2 5 7
1 1 2 6

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

7 ° 1 0 ° 4
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

45. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 7
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
4 2 ° 9
3 1 ° 5
°1 0 1

1

A

46. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 6
2 3 6 13
1 2 5 8
1 1 2 7

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

8 ° 1 0 ° 5
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

47. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 8
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
6 2 ° 11
4 1 ° 6
°1 0 1

1

A

48. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 7
2 3 6 15
1 2 5 9
1 1 2 8

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

9 ° 1 0 ° 6
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

49. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 9
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
8 2 ° 13
5 1 ° 7
°1 0 1

1

A

50. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 8
2 3 6 17
1 2 5 10
1 1 2 9

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

10 ° 1 0 ° 7
° 5 3 ° 2 1
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

51. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 1
°2 5 10
°1 2 2

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
10 2 ° 15
6 1 ° 8
°1 0 1

1

A
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@
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64. Calcula la inversa de

0

BB@

1 1 2 6
2 3 6 14
1 2 5 9
1 1 2 7

1

CCA y comprueba que es:

0

BB@

7 ° 1 0 ° 4
° 4 3 ° 2 0
2 °1 1 ° 1
°1 0 0 1

1

CCA

65. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 2 2
°2 5 10
°1 2 3

1

A
y comprueba que el resultado es

0

@
5 2 ° 10
4 1 ° 6
°1 0 1

1

A

66. Calcula la inversa de la matriz

0

BB@

1 c d f

2 2 c + 1 2 d + b 2 f + e

1 c + 1 d + b + 1 f + e + a

1 c d f + 1

1

CCA

y comprueba que el resultado es:

0

BB@

f ° c e° a d° d + a b c + b c + 2 c + 1 d° b c° c ° (d° b c) ° (f ° c e° a d + a b c)
e° a b° b° 2 b + 1 °b ° (e° a b)

a + 1 °1 1 °a

°1 0 0 1

1

CCA

67. Calcula la inversa de la matriz

0

@
°1 a b

°2 2 a + 1 c + 2 b

°1 a b + 1

1

A

y comprueba que el resultado es:

0

@
a c° b° 2 a° 1 a ° (a c° b)

c° 2 1 °c

°1 0 1

1

A

D. Diagonalización de matrices

68. Dada la matriz A =

0

@
3 ° 1 ° 1
1 1 ° 1
1 ° 1 1

1

A
se pide responder a las siguientes preguntas:

a) Calcula el polinomio característico de A y sus raíces dando las multiplicidades.

Solución:

pA(x) = (x° 2)2(x° 1), m(2) = 2 m(1) = 1.

b) Calcula una base del espacio vectorial S = {(x, y, z) : (A ° 2I3)(x, y, z)t = (0, 0, 0)t}.
Solución:

ØS = {(1, 1, 0), (1, 0, 1)}.
c) Calcula una base del espacio vectorial T = {(x, y, z) : (A ° 1I3)(x, y, z)t = (0, 0, 0)t}.

Solución:

ØT = {(1, 1, 1)}.
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12. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

8 8 7 18
8 4 4 9
4 1 1 1
4 3 3 9

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

4 3 7
12 10 27
8 7 14

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

4 3 7
13 11 28
8 7 14

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

9 8 7 18
8 5 4 9
4 1 2 1
4 3 3 9

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 8, (b) -24, (c) -21 (d) -72

13. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

6 8 7 20
6 4 4 10
3 1 1 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

3 3 8
9 10 31
6 7 16

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

3 3 8
10 11 32
6 7 16

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

7 8 7 20
6 5 4 10
3 1 2 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 6, (b) -21, (c) -16 (d) -54

14. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

4 8 7 22
4 4 4 11
2 1 1 1
2 3 3 11

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

2 3 9
6 10 35
4 7 18

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

2 3 9
7 11 36
4 7 18

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

5 8 7 22
4 5 4 11
2 1 2 1
2 3 3 11

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 4, (b) -16, (c) -9 (d) -30

15. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

2 8 7 24
2 4 4 12
1 1 1 1
1 3 3 12

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

1 3 10
3 10 39
2 7 20

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

1 3 10
4 11 40
2 7 20

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

3 8 7 24
2 5 4 12
1 1 2 1
1 3 3 12

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 2, (b) -9, (c) 0 (d) 0

16. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

18 5 9 8
18 3 5 4
9 1 1 1
9 2 4 4

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

9 3 2
27 11 7
18 8 4

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

9 3 2
28 12 8
18 8 4

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

19 5 9 8
18 4 5 4
9 1 2 1
9 2 4 4

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 18, (b) -18, (c) -32 (d) -39
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3 1 1 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

3 3 8
9 10 31
6 7 16

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

3 3 8
10 11 32
6 7 16

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

7 8 7 20
6 5 4 10
3 1 2 1
3 3 3 10

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 6, (b) -21, (c) -16 (d) -54

14. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

4 8 7 22
4 4 4 11
2 1 1 1
2 3 3 11

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

2 3 9
6 10 35
4 7 18

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

2 3 9
7 11 36
4 7 18

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

5 8 7 22
4 5 4 11
2 1 2 1
2 3 3 11

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 4, (b) -16, (c) -9 (d) -30

15. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

2 8 7 24
2 4 4 12
1 1 1 1
1 3 3 12

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

1 3 10
3 10 39
2 7 20

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

1 3 10
4 11 40
2 7 20

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

3 8 7 24
2 5 4 12
1 1 2 1
1 3 3 12

ØØØØØØØØ

Solución:

(a) 2, (b) -9, (c) 0 (d) 0

16. Calcula los siguientes determinantes usando las propiedades de éstos:

(a)

ØØØØØØØØ

18 5 9 8
18 3 5 4
9 1 1 1
9 2 4 4

ØØØØØØØØ
, (b)

ØØØØØØ

9 3 2
27 11 7
18 8 4

ØØØØØØ
, (c)

ØØØØØØ

9 3 2
28 12 8
18 8 4

ØØØØØØ
, (d)

ØØØØØØØØ

19 5 9 8
18 4 5 4
9 1 2 1
9 2 4 4

ØØØØØØØØ
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(a) 18, (b) -18, (c) -32 (d) -39
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Caso 1  a=1-c  

Sustituyendo en (1) (1-c)
2
+b

2
=(1-c) ! b=

2cc −±  

A= 










−±

−±−

ccc
ccc

2

2
1

 ∀ c∈[0,1] (que son los valores de c donde el radicando es 

positivo) 

A1= 










−

−−

ccc
ccc

2

2
1

, A2= 










−−

−−−

ccc
ccc

2

2
1  

 

Caso 2 b=0 

Sustituyendo en (1) ! a
2
=a  a= 0,1  

Sustituyendo en (4) ! c
2
=c c=1,0 

Esto nos genera 4 soluciones: 

A3= 







00

00
, A4= 








10

01
, A5= 








10

00
, A6= 








00

01
 

 

Ejercicio 23. Sea A la matriz !
0 #1 #2
#1 0 #2
1 1 3

'. Calcular k tal que se cumpla la 

siguiente igualdad (A-kId)
2
=0  

(A-kId)=

















−

−−−

−−−

k
k

k

311

21

21

 
















=

















+−+−+−

−−−

−−−

=

=
















−

−−−

−−−

















−

−−−

−−−

=
















−

−−−

−−−

=−

000

000

000

652222

44122

44221

311

21

21

·

311

21

21

311

21

21

)(

2

2

2

2

2

kkkk
kkk
kkk

k
k

k

k
k

k

k
k

k
kIA

 

Tenemos 9 ecuaciones con una incógnita, todas las ecuaciones tienen una solución 

común k=1. Si la solución fuera distinta en alguna otra ecuación no tendría solución 
 

 

 

Unidad 8. Matrices 

 

 

 179

 

Ejercicio 24. Calcular la matriz X, en la ecuación matricial B(2A+Id)=AXA+B  siendo 

A=!
3 #3 #1
#4 1 #1
2 0 1

( y B=!
1 #1 2
#1 0 1
0 #1 1

( 

B(2A+Id)=AXA+B ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ miembrootroBpasamos  B(2A+Id)-B=AXA!2BA=AXA 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯

− izquierdaporApormosmultiplica 1

2A-1BA= A-1AXA! 2A-1BA = XA ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
− derechalaporAmosmultiplica 1

  

2A-1BA A-1= XAA-1! 2A-1B = X 

Calculando A-1 (tema siguiente) 
















−−−

=−

542
752
321

1A  

X=2A-1B=2·
















−

−

−

















−−− 110
101
211

·
542

752
321

=
















−

−−

−−

=
















−

−−

−−

1372
1693
741

·2
26144

32186
1482

 

 

Ejercicio 25. Prueba que A2-A-2I=0 siendo A=!
0 1 1
1 0 1
1 1 0

(. Calcula A-1 a partir de la 

anterior igualdad: 
















=
































=

211
121
112

011
101
110

·
011
101
110

2A  

A2-A-2Id= 
















211
121
112

- 
















011
101
110

-2 
















100
010
001

= 
















000
000
000

 

A2-A-2Id=0 ! A2-A=2Id ! A(A-Id)=2Id ! A
2

Id)-(A =Id ! A-1=
2

Id)-(A  

A-1=
















−

−

−

111
111
111

2
1  

 

 

Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A·B=B·A. 
Hallar las matrices diagonales que cumplan A2=Id 
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Ejercicio 25. Prueba que A2-A-2I=0 siendo A=!
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·
011
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2A  
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000
000

 

A2-A-2Id=0 ! A2-A=2Id ! A(A-Id)=2Id ! A
2

Id)-(A =Id ! A-1=
2

Id)-(A  

A-1=
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−

−
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Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A·B=B·A. 
Hallar las matrices diagonales que cumplan A2=Id 


