Matrices.



1. DEFINICION Y CLASIFICACION DE MATRICES

Las matrices son utilizadas por primera vez hacia el ano 1850 por
James Joseph Sylvester. El desarrollo 1nicial de 1a teoria matricial se
debe al matematico britanico William Rowan Hamilton en 1853. En
1857 el matematico Arthur Cayley introduce la notacion matricial
como una forma abreviada de escribir un sistema de m ecuaciones

lineales con n incognitas.

Las matrices se utilizan en calculo numérico, solucidn de sistemas
de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales y derivadas
parciales. Ademas de su utilidad para el estudio de sistemas de
ecuaciones lineales, las matrices aparecen de forma natural en

geometria, estadistica, economia, informatica, fisica, etc.



La utilizacion de matrices (arreglos, arrays) constituye actualmente
una parte esencial en los lenguajes de programacion, ya que la
mayoria de los datos se introducen en las computadoras como tablas

organizadas en filas y columnas : hojas de calculo, bases de datos,
etc.

Se denomina matriz de orden m xn a todo conjunto rectangular de
elementos a;; dispuestos en m lineas horizontales (filas) y n
verticales (columnas):

dy  dp a,
ay Ay a4,
A=|a, a, a a,
A 1n-1
A Ao O —



En nomenclatura matricial, a las matrices se les denota con una letra
mayuscula, A=[A]=(q;), con 1 =1, 2, .., m, ] =1, 2, ..., n. Los
subindices indican la posicion del elemento dentro de la matriz, el
primero denota la fila (1) y el segundo la columna (j). El elemento
a,s, por ejemplo, es el elemento de la fila 2 y columna 5.

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los
elementos que ocupan el mismo lugar en ambas son 1guales.

Atendiendo a su forma, las matrices se clasifican en:

Matriz fila: Es una matriz que solo tiene una fila, m =1 y por tanto
es de orden 1xn.

A:[a11 7 A aln]

A=[8 -5 3 0 9 6]



Matriz columna: Es una matriz que solo tiene una columna, es decir,
n =1 y por tanto es de orden m xI.

a, —1
Ay 4
A = A — 5
A1 0
| aml _ - 8 _




Matriz cuadrada: Es aquella que tiene el mismo niumero de filas
que de columnas, es decir m = n. En estos casos se dice que la
matriz cuadrada es de orden n, y no n x n.

a,, a, .. a, 11 15 0 5
S| e, e -6 [ 3] 4 -2
1 —-12 [ 2] 10
a, a, .. a, K 9 0 |5

Los elementos a;; con 1= J, 0 sea ¢;; forman la diagonal principal
de la matriz cuadrada.



Atendiendo a los elementos, se pueden identificar los siguientes
tipos de matrices:

Matriz nula: es aquella que todos sus elementos son 0.

0 0 o 0 0 0
A=0] A= 4=|0 0 0
00 0 "o o

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada, en la que todos los
elementos no pertenecientes a la diagonal principal son nulos.

30 0
A=0 -7 0
0 0 11




Matriz escalar: Es wuna matriz - ]

. 3 0 0 0

diagonal cuyos elementos

pertenecientes a la  diagonal A= 0 3 00

principal son 1guales. 0O 0 3 0
00 0 3

Matriz unidad o 1dentidad: Es una
matriz escalar con los elementos de la
diagonal principal 1iguales a 1.

oo O
o O = O
S = O O
_—e O O




Matriz triangular: Es una matriz cuadrada cuyos elementos que estan
a un mismo lado de la diagonal principal son cero. Pueden ser de dos
tipos:

1 4 : . :
Triangular  superior:  Si  los
0O -5 2 3 elementos que estan por debajo de
A= 0 0 11 5 la diagonal principal son todos
nulos. Es decir, g;; =0 V 1<.
0o 0 0 9]
4 0 0 0
Triangular inferior: Si los 3 _5 0 0
elementos que estan por A=
encitma de la diagonal 12 =16 0
principal son todos nulos. 5 6 g8 —19

Es decir, a;=0 Vj<i.



Matriz transpuesta: La matriz transpuesta de A (A es una matriz
cualquiera), se representa por A'. Esta se obtiene cambiando filas por
columnas. La primera fila de A es la primera columna de A', la
segunda fila de A es la segunda columna de AY, etc.

De la definicidon se deduce que si A es de orden m x n, entonces At es
de orden n x m.

-1 4 6
A — At = 4
2x3 |: 9 O 8:| 3x2




Matriz simétrica: Una
matriz cuadrada A es

simétrica s1 A = Al es
decir, st a; = a; V' 1, J.

12 -1
-2 7 4
11 -4 9
12 10 -7

A=

—12
—10
7
9

2 5 -4 11 2
5 6 -8 6 12
-4 -8 0 -9 10
11 6 -9 14 19

2 12 10 17 7

Matriz  antisimétrica: Una
matriz cuadrada es
antisimétrica s1 A = —Al, es
decir, s1 a; =—a; V 1, J.



2. OPERACIONES CON MATRICES.

Transposicion de matrices. Dada una matriz de orden m x n, A=
(a;), se llama matriz traspuesta de A, y se representa por A, a la
matriz que se obtiene cambiando las filas por las columnas (o
viceversa) en la matriz A.

2 9 ) )
A_4_5 Atzz 4 7 0
17 3 9 -5 3 5]

_O 5_

Propiedades de la transposicion de matrices

1. Dada una matriz A, siempre existe su transpuesta y ademas es
unica.

2. (A =A.



Suma y diferencia de matrices. La suma de dos matrices A=(a;),
B=(b;)), es otra matriz S=(s;;) del mismo orden que los sumandos y
con termino generico s;=a;+b,. Por tanto, para poder sumar dos
matrices estas deben ser del mismo orden o dimension.

La suma de las matrices Ay B se denota por A+B.

3 09 4 5 1
A=|6 T 8 B=|0 3 -3
4 6 7 5 6 -4

7 5 10
A+B=|(6+0) (7+3) (8-3)|=|6 10 5
4+5) (6+6) (7-4)| |9 12 3

S
N
S



Propiedades de la suma de matrices

1. A+ 0=A(0eslamatriznula)

2. Propiedad conmutativa: A+ B=B + A

3. Propiedad asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
4

Matriz opuesta: Es la matriz que se obtiene cambiando todos los
signos de la matriz A, se denota con —A. La suma de una matriz
con su opuesta es cero, A + (-A) = 0.

La diferencia de matrices A y B se representa por A—B, y se define
como: A—-B =A + (-B).



Ejercicio 5: dadas las matrices A, B y C calcular las siguientes operaciones:
1 -1 4 0 -1 2
0 1 -1 -2 -2 3
5 -1
a) A+B=
-1 -1

(—2 —3)
b) A-B-C=
30

29 —15
¢) 3A+5B-6C=
7 -25



Producto de una matriz por un niumero. El producto de una matriz
A= (a;) por un numero real k es otra matriz B= (b;;) de la misma
d1mens1on que A y tal que cada elemento b; de B se obtiene
multiplicando g;; por k, es decir, b; = k-a;

b IJ

S1 k=5 y B=kA,
3 0 9] (5x3) (5x0) (5x9)] [15 0 45]
A=|6 7 8| B=|(5x6) (5x7) (5x8)|=|30 35 40
46 7 (5x4) (5x6) (5x7)| |20 30 35

El producto de la matriz A por el nimero real k se designa por k-A.
Al niamero real k se le llama también escalar, y a este producto,
producto de escalares por matrices.



Propiedades del producto de una matriz por un escalar

1. Propiedad distributiva:

k(A+B)=kA+kB

(k+h)A=kA+hA (kyhson escalares)
2. Propiedad asociativa mixta: k [h A]=(kh) A
3. Elemento unidad: 1't-A=A

Propiedades simplificativas

1. A+C=B+C<A=B.

2. kKA=kB << A=B sikes diferente de 0.
3. kA=hA < h=k si1A es diferente de 0.




Producto de matrices. Dadas dos matrices A y B, su producto es otra
matriz P cuyos elementos se obtienen multiplicando las filas de A
por las columnas de B elemento a elemento. Es evidente que el
numero de columnas de A debe coincidir con el nimero de filas de
B. Es mas, s1 A tiene dimension m x n y B dimension n x r, la
matriz P sera de orden m x r.

n .
i=1,..m
py=2 by
k=1

j=1..r
L[240 3
2x3 8 6 _3 B3x1 — 4
) ) 9




szl — A2x3 3xl °

Mw
I
e
™o

€= Zalkbkl =ay b, +a,b, +a;b,

:k(21><3)+(4><4)+(0><9):22 L

€1 = Zazkbkl =y by, +aynby, +ayb,
k=1

2 4

=(8x3)+(6x4)+(-3x9)=21

22
C21 — 21




Resulta mas sencillo comprender el producto de matrices a partir de varios ejemplos:

12 N(1) (1+20+3(-1) (-2
45 6/ 0 |=|41+50+6(-1)|=|-2
7 8 9){-1) (71+80+9(-1)) (-2
30 G0 B3
pr_44 $ 4

L2 3) | _(MH2-D+33 1H0+2243(4)) (8 -8
45 6 41+5(-1)+63 40+52+6(-4)) 17 -14

Qo 00 20

Ml H




Propiedades del producto de matrices
1. A-(B:-C)=(AB):-C

2. El producto de matrices en general no es conmutativo.

3 4 6 -5 42 17 . 6 -5 |3 4 18 49
X = X =
0 -5| |6 &8 -30 -40 6 8 0 -5 18 —16
3. S1 A es una matriz cuadrada de orden n se tiene A-I, =1 A=A
(I, es 1a matriz identidad de orden n).

4. Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe otra
matriz B tal que A-B = B-A =1 . S1 existe dicha matriz B, se dice

que es la matriz inversa de A y se representa por A~! .

5. El producto de matrices es distributivo respecto de la suma de
matrices, es decir: A-(B+C)=A'-B+A-C



Consecuencias de las propiedades

1. Si1A-B=0no implica que A=0 6 B=0.
0 5 5 6 0 O
X o
0 O 0 O 0 O
2. S1A-B=A-Cno mmplica que B =C.
7 0 0 O 7 0 0 O 0 O
X = X —
0 O 1 O 0 O 9 4 0 O

3. En general (A+B)? # A2+ B2 +2AB,ya que A‘B # B-A.

4. En general (A+B) (A-B) # A>-B?, yaque A‘-B = B-A.



Ejercicio7: ver todos los productos posibles con las siguientes matrices y calcularlos:

1 2 3 1
2 10
A=|1 1 1|, B=|2]|, C=
3 45
0 1 -1 1

Ae Mjy3, BE M3y, Ce My, solo posibles los siguientes productos:

1 2 3 1 1+4+3 8
AB=|1 1 1 H2|=|1+2+1|=|4
0O 1 —-1J){1 0+2-1 1
3x3 3x1 3x1
1 2 3
A_2 1 O T 2+14+0 4+1+0 6+4+1+0 B 3 5 7
3 4 5 0 34440 6+4+5 9+4-5) |7 15 8
2x3 3x3 2x3
1
_2102_2+2++0_4_41
3451_3+8+5_16_4
2x3 3x1 2x1



Ejercicio 8: multiplicar A-B y B-A, ;Qué¢ ocurre?

1 2 3 1 0 -1
A=|4 5 6|B=|2 0 O
7 8 9 1 2 3
1 2 3)(1 0 -1 8§ 6 8
A-B= 5 62 0 0 (=]20 12 14
7 8 91 2 3 32 18 20
1 0 -1)(1 2 3 -6 -6 -6
BA={2 0 01|44 5 6|=|2 4 6
1 2 3){7 8 9 30 36 42




Matrices invertibles. Una matriz cuadrada que posee inversa se dice
que es invertible.

Propiedades de las matrices invertibles.

1.La matriz inversa, s1 existe, es unica.
2.ATA=A-A=1

3.(A°B) -I=B-'A-!

4.(A1)-1=A

5.(kA) -'=(1/k-A1)

6.(AY) “I=(A-1) ¢

Observacion. Existen matrices que cumplen A-B =1, pero que B- A+
I, en tal caso, se dice que A es la inversa de B “por la 1zquierda™ o
que B es la inversa de A “por la derecha”.




El método mas sencillo para el célculo de la inversa lo veremos en el tema siguiente,
cuando definamos el determinante de las matrices.

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion:

Ejemplo:
4 2 2 FE X y
3 7 z t
e 2 2 [* V_ 1 0
3 T)\z t 0 1
2x+2z 2y+2t) (1 0
3x+7z 3y+7t) (0 1
Tenemos 4 ecuaciones con 4 incognitas, que podemos agruparlas en dos sistemas de dos

ecuaciones con dos incognitas:

(1) 2x+2z=1"
(2) 2y+2t=0
(3) 3x+7z=0
4) 3y+7t=1 |

1(7 =2
Las soluciones son x=7/8, y=-1/4, z=-3/8 y t=1/4, con lo que 4~ = g( S j



Ejercicio



a)A:£O 1] A_lz[x y)
2 0 z t

Solucién x=t=0 y=1/2z=1 > 4 =

ey Yol
3 4 z t
RIS

4 8 z

0
1

B

!
2
0

A—l_ _2 1 _1 _4 2
1372 —1/2) 213 -1

Luego la matriz A no tiene inversa

No es invertible



Resolucion de ecuaciones.

Tenemos que obtener la matriz incognita, que generalmente se denota como X,
despejandola de la igualdad. Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas:

1) Si una matriz estd sumando a un lado de la 1gualdad pasa restando al otro lado

2)

de la igualdad y al revés.
X+B=C -2 X=C-B
X-B=C - X=C+B

Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo
tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la

derecha.
AX=B > ATAX=ATB>Id X=A"B > X=A"B
X-A=B > X'A‘A'=B-A" 2 X Id=B-A"'> X=B-A"












Resumen de propiedades.

Suma de matrices y multiplicacion de un escalar
por una matriz:

1. A+ B=B+ 4

o . 2. A+(B+C)=(4+B)+C
Multiplicacion de matrices: 3 ( 4 B) uAdtaB
1. A(B+C):AB+AC 4. (a+B)A=ad+ A
2. (A+B)C=AC+BC S.a(ﬂA):(aﬂ)A
3. A(BC):(AB)C 6. A+0=4 } Donde “0” es
4. Ot(AB)=(aA)B=A(aB) 7. A+(—A):O la matriz nula
5. 40,=0,4=0,
6. Bl, =1, B=8B
7. En general, AB# BA (la multiplicacion no es
conmutativa)

8. AB=0 no implica necesariamente que 4=0 6 B=0
9. AB=AC no implica necesariamente que B =C



) Propiedades de la inversa:

1. A™! es tnica

2. (47) =4
3.(4B) =B'4"
R
4. (a4) = ;A - Va0 Propiedades de la transpuesta:
5. (A”)_l =(4a7") 1 (47) =4
6. (AT )_1 = (A_I)T A+B) =A" +B’

2. (
3. (4B) =B"A4"
4. (aA) =ad



