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																										Prueba			II	
Cálculo	II	Forma	3	

	
Nombre	Completo	 	 	 Rut	
																																																																																							 	 	
Carrera		 	 	 Jornada.	
Fecha:	 	 	 	
	
Instrucciones:	
Coloque	los	datos	pedidos	antes	de	iniciar	el	desarrollo	de	la	prueba.	
Posee	2	horas		para	desarrollar	la	prueba.	
Indique	de	forma	clara	y	ordenada	cada	uno	de	sus	desarrollos	y	respuestas.	
La	prueba	tiene	un	porcentaje	de	aprobación	de	un	60%.	
Puntaje	total	de	prueba	80	puntos.	
	
	
1. Dado	el	Triángulo	de	vértices	A(-2,5)	;	B(1,3)	y	C(-1,	-4),	determine	la	ecuación	de:	
a. La	transversal	de	gravedad		de	𝒕𝒃.	
b. La	simetral	del		lado	AB.	
c. Grafique	las	situaciones	anteriores.	
	
(10	puntos	cada	una)	
 
 
 
2. Encuentra la ecuación de la recta, según los datos dados en cada caso. 
a. Recta que pasa por el punto medio del segmento de extremos (-3,-5);(2,2)  y es paralela a 

la recta de ecuación 𝟑𝒙 − 𝟓𝒚	 + 𝟏𝟐 = 𝟎 
b. Recta que es perpendicular a la recta de ecuación 𝟓𝒚 − 𝟐𝒙	 + 𝟏𝟑 = 𝟎 y pasa por el punto 

de corte de la recta 𝟑𝒙 − 	𝟑𝒚 + 𝟏 = 𝟎 con el eje Y. 
c. Grafica las situaciones anteriores. 
 
(10  puntos cada una)	
	
	
4.	Encuentre	los	elementos	y	grafique	de	las	cónicas	definida	por	las	siguientes	ecuaciones:	
	
	

a. 	
	
	
	
	

b. 	
	
	
(10	puntos	cada	una)	

Ejercicios
Encontrar	los	elementos	
(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)
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Graficar semiparábolas

Grafique .

SOLUCIÓN La gráfica es una parábola con eje horizontal. Como y no es una
función de x, de la ecuación despejaremos y y obtendremos dos ecuaciones (en
forma muy semejante a como lo hicimos con circunferencias en el ejemplo 11
de la sección 3.2). Empezamos por despejar y de la ecuación equivalente

en términos de x usando la fórmula cuadrática, con , , y
:

fórmula cuadrática

simplifique

factorice ; simplifique

La última ecuación, , representa la mitad superior de la
parábola y la mitad inferior .
Note que y ! "1 es el eje de la parábola.

A continuación, hacemos las asignaciones

Ahora graficamos Y1 y Y2 para obtener una imagen semejante a la figura 12. ■

! y ! "1 " "x # 5 #! y ! "1 # "x # 5 #
y ! "1 ! "x # 5

"4

E J E M P L O 6

x ! y2 # 2y " 4

! "1 ! "x # 5

!
"2 ! "20 # 4x

2

y !
"2 ! "22 " 4!1#!"4 " x#

2!1#

c ! "4 " x
a ! 1 b ! 2

y2 # 2y " 4 " x ! 0

Y1 ! "1 # "x # 5 y Y2 ! "1 " "x # 5.

FIGURA 12
$"6, 6% por $"5, 3%

Ejer. 1–12: Hallar el vértice, foco y directriz de la parábola.
Trace su gráfica, mostrando el foco y la directriz.

1 2
; ; ; ;

3 4
; ; ; ;

5 6
; ; ; ;

7 8
; ; ; ;

9 10
; ; ; ;

11 12
; ; ; ;

Ejer. 13–20: Hallar la ecuación para la parábola mostrada
en la figura.

13 14

x 2 # 20y ! 10

y2 # 14y # 4x # 45 ! 0

x ! 2F!0, "7#V!1, "7#

y ! 11
2F!0, " 9

2#V!0, 1
2#y ! " 9

4F !2, " 7
4#V!2, "2#

y 2 ! 20!x " 1# x 2 ! 12! y # 2#

y

x

V F

y

x
F

V

x ! " 9
2F!" 7

2 , 2#V!"4, 2#

x ! 47
16F!49

16 , 2#

y ! " 9
8F!3, " 7

8#

x ! 3
8F!" 3

8 , 0#

y ! 3
4F!0, " 3

4#

y2 " 4y " 2x " 4 ! 0

! y # 1#2 ! "12!x # 2#

!x " 3#2 ! 1
2 ! y # 1#

x ! "5F!5, 0#V!0, 0#

20x ! y2

V!0, 0#

x 2 ! "3y

y ! x2 " 4x # 2

V!"2, "1# F!"5, "1# x ! 1V!3, 2#

! y " 2#2 ! 1
4 !x " 3#

V!3, "1#V!"2, 1# F!"2, "1# y ! 3

!x # 2#2 ! "8! y " 1#

V!0, 0#

2y2 ! "3x

V!0, 0# F!0, 2# y ! "2

8y ! x2

11.1 Ejercicicos
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Ejercicio:
Encontrar	los	elementos	de	las	siguientes	Ecuaciones.
(focos,	ejes,	vértices,	intersección	con	los	ejes,	gráfica)
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Como e ! c!a ! 0.967, obtenemos lo siguiente

multiplique por a

sustituya por a

multiplique

reste 0.967c

factorice c

despeje c

Como a ! c " 0.587, obtenemos

y la distancia máxima entre el Sol y el cometa es

■

Una elipse tiene una propiedad reflectora análoga a la de la parábola estu-
diada al final de la sección previa. Para ilustrar, denotemos con l la recta tan-
gente en el punto P sobre una elipse con focos F y F!, como se ve en la figura
13. Si a es el ángulo agudo entre F!P y l y si b es el ángulo agudo entre FP y
l, se puede demostrar que a ! b. Entonces, si un rayo de luz o un sonido
emana de un foco, es reflejado al otro foco. Esta propiedad se usa en el diseño
de ciertos tipos de equipo óptico.

Si la elipse con centro O y focos F! y F sobre el eje x se hace girar alre-
dedor del eje x, como se ilustra en la figura 14, obtenemos una superficie
tridimensional llamada elipsoide. La mitad superior o la inferior es un semi-
elipsoide, como lo es la mitad derecha o la mitad izquierda. Las ondas de
sonido u otros impulsos que sean emitidos desde foco F! serán reflejados por
el elipsoide hacia el foco F. Esta propiedad se usa en el diseño de galerías
susurrantes, que son estructuras con límites superiores elipsoidales, en donde
una persona que susurra en un foco puede ser escuchada en el otro foco.
Ejemplos de galerías susurrantes se pueden hallar en la Rotonda del edificio
del capitolio en Washington, D.C y el tabernáculo mormón en Salt Lake City.

La propiedad reflectora de los elipsoides (y semielipsoides) se usa en
medicina moderna en un aparato llamado litotriptor, que desintegra piedras del
riñón por medio de ondas de choque de alta energía bajo el agua. Después
de tomar mediciones extremadamente precisas, el operador coloca al paciente de
modo que la piedra esté en un foco. Entonces se generan ondas de choque
de muy alta frecuencia en el otro foco y las ondas reflejadas rompen la piedra
del riñón. El tiempo de recuperación con esta técnica suele ser de 3 a 4 días, en
lugar de 2 a 3 semanas con cirugía convencional. Además, la tasa de mortali-
dad es menor que 0.01% en comparación con el 2-3% para la cirugía tradicio-
nal (vea ejercicios 63–64).

c ! 0.967a

c # 0.967c ! 0.568

! 0.967c " 0.568

! 0.967"c " 0.587#

a ! 17.2 " 0.587 ! 17.8,

c !
0.568
0.033

! 17.2

c"1 # 0.967# ! 0.568

a " c ! 17.8 " 17.2 ! 35.0 AU.

FIGURA 13

FIGURA 14

l

b

a

F !

F

P

z

y

x

F ! FO

Ejer. 1–14: Encuentre los vértices y focos de la elipse. Trace
su gráfica, mostrando los focos.

1 2

; ;

3 4

; ;

5 6
; ;V"0, "4# F"0, "2$3 # V"0, "3# F"0, "2$2 #

4x 2 " y2 ! 16 y2 " 9x 2 ! 9

V"0, "4# F"0, "1# V"0, "7# F"0, "2#

x 2

15
"

y2

16
! 1

x 2

45
"

y2

49
! 1

V""3, 0# F""$5, 0# V""5, 0# F""3, 0#

x 2

9
"

y2

4
! 1

x 2

25
"

y2

16
! 1

11.2 Ejercicicos
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7 8
; ;

9 10

; ;

11
;

12
;

13
;

14 ;

Ejer. 15–18: Encuentre la ecuación para la elipse que se
muestra en la figura.

15 16

17 18

Ejer. 19–36: Encuentre la ecuación para la elipse que tiene
su centro en el origen y satisface las condiciones dadas.

19 Vértices , focos

20 Vértices , focos

21 Vértices , eje menor de longitud 3

22 Vértices , eje menor de longitud 5

23 Focos , eje menor de longitud 2

24 Focos , eje menor de longitud 4

25 Vértices , que pasan por

26 Vértices , que pasan por

27 Que pasan por y

28 Que pasan por y

29 Excentricidad , vértices

30 Excentricidad , vértices

31 Excentricidad , vértices en el eje x,
que pasa por

32 Excentricidad , vértices en el eje y,
que pasa por

33 Intersecciones con Intersecciones con
el eje x , el eje y

34 Intersecciones con Intersecciones con
el eje x , el eje y

35 Eje mayor horizontal de longitud 8, eje menor de longitud 5

36 Eje mayor vertical de longitud 7, eje menor de longitud 6
x2

9
!

4y2

49
" 1

!1
2

!2

x2

16
!

4y2

25
" 1

4x2 !
y2

16
" 1

9x2

89
!

5y2

89
" 1

!1, 4"

2
3

x2

49
!

y2

33
" 1

V!!7, 0"4
7

1
2

x2

20
!

y2

80
" 1

!4, 4"!2, 8"

!5, 6"
x2

169
!

4y2

169
" 1

V!!13, 0"

x2

4
!

y2

20
" 1

F!0, !4"

x2

49
!

4y2

25
" 1

V!!7, 0"

x2

4
! 9y2 " 1

x2

13
!

4y2

39
" 1

x2

7
!

y2

16
" 1

x2

40
!

y2

10
" 1

8x2

81
!

y2

36
" 1

x2

10
! y2 " 1

4x2

9
!

y2

25
" 1

x2

45
!

y2

49
" 1

x2

64
!

y2

39
" 1

!x ! 2"2

25
!

! y # 1"2

4
" 1

!4

!x # 1"2

4
!

! y ! 2"2

16
" 1

!1
3

!1, 3"y

x

V(1, 2)

V"(1, #6)

M"(#1, #2) M (3, #2)

V(3, 1)

V"(#7, 1)

M"(#2, #1)

M(#2, 3)

y

x

x2

16
!

y2

9
" 1

3
4 V!0, !4"

!2, 3" !6, 1"

V!0, !6" !3, 2"

F!!3, 0"

y

xVV"
M"

M

y

x

V

V"

M" M

F !!3
2 #2, 0"V !!#5, 0"F !! 1

10 #21, 0"V!!1
2 , 0"

V!0, !5"

V!0, !7" F!0, !2"

V!!8, 0" F!!5, 0"

x2

4
!

y2

36
" 1

F!0, 1 ! 1
2 #3 "V!0, 1 ! 1"4x 2 ! y2 " 2y

F!5, 2 ! #21 "V!5, 2 ! 5"
25x2 ! 4y2 # 250x # 16y ! 541 " 0

F!#1 ! 2, 5"V!#1 ! 2#2, 5"
x 2 ! 2y2 ! 2x # 20y ! 43 " 0

F!4 ! #5, 2"V!4 ! 3, 2"
4x 2 ! 9y2 # 32x # 36y ! 64 " 0

F!#2 ! #21, 3"V!#2 ! 5, 3"F!3 ! #7, #4"V!3 ! 4, #4"

!x ! 2"2

25
!

! y # 3"2

4
" 1

!x # 3"2

16
!

! y ! 4"2

9
" 1

10y2 ! x 2 " 54x 2 ! 25y2 " 1
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Ejer. 69–72: Grafique las elipses en el mismo plano de coor-
denadas y calcule sus puntos de intersección.

69 ;

70 ;

71 ;

, , ,

72 ;

, , ,

!!1.540, 0.618"

x2

2.9
!

y2

2.1
" 1

x2

4.3
!

! y # 2.1"2

4.9
" 1

x2

3.9
!

y2

2.4
" 1

!x ! 1.9"2

4.1
!

y2

2.5
" 1

!x ! 0.1"2

1.7
!

y2

0.9
" 1

x2

0.9
!

! y # 0.25"2

1.8
" 1

!#0.905, !1.377"

!#1.49, #0.68" !#1.19, 1.44" !0.36, 1.84" !0.82, #1.28"

x2

3.1
!

! y # 0.2"2

2.8
" 1

!x ! 0.23"2

1.8
!

y2

4.2
" 1

!#0.88, 0.76" !#0.48, #0.91" !0.58, #0.81" !0.92, 0.59"

Hipérbolas
11.3 La definición de una hipérbola es semejante a la de una elipse. El único cam-

bio es que en lugar de usar la suma de distancias desde dos puntos fijos, usa-
mos la diferencia.

Para hallar una ecuación sencilla para una hipérbola, seleccionamos un
sistema de coordenadas con focos en F(c, 0) y F"(#c, 0) y denotamos la dis-
tancia (constante) con 2a. El punto medio del segmento F"F (el origen) se
denomina centro de la hipérbola. Al consultar la figura 1, vemos que un punto
P(x, y) está en la hipérbola si y sólo si es verdadero cualquiera de los dos pos-
tulados siguientes:

Si P no está en el eje x, entonces de la figura 1 vemos que

porque la longitud de un lado de un triángulo es siempre menor que la suma
de las longitudes de los otros dos lados. Del mismo modo,

Formas equivalentes para las dos desigualdades previas son

Como las diferencias en los lados izquierdos de estas desigualdades son ambas
iguales a 2a y como d(F", F) " 2c, las últimas dos desigualdades implican que
2a $ 2c o a $ c. (Recuerde que para elipses teníamos a # c.)

A continuación, las ecuaciones (1) y (2) pueden ser sustituidas por la
ecuación única

Usando la fórmula de la distancia para hallar d(P, F) y d(P, F"), obtenemos una
ecuación de la hipérbola:

Empleando el tipo de procedimiento de simplificación que empleamos para
deducir una ecuación para una elipse, podemos reescribir la ecuación prece-
dente como

x2

a2 #
y2

c2 # a2 " 1.

# $!x # c"2 ! ! y # 0"2 # $!x ! c"2 ! ! y # 0"2 # " 2a

# d!P, F" # d!P, F") # " 2a.

d!P, F" # d!P, F"" $ d!F", F" y d!P, F"" # d!P, F" $ d!F", F".

d!P, F"" $ d!F", F" ! d!P, F".

d!P, F" $ d!F", F" ! d!P, F"",

(1) d!P, F"" # d!P, F" " 2a o (2) d!P, F" # d!P, F"" " 2a

Definición de hipérbola Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano, la diferencia
de cuyas distancias desde dos puntos fijos (los focos) en el plano es una
constante positiva.

FIGURA 1
y

x

P(x, y)

F "(#c, 0) F (c, 0)
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Ejer. 69–72: Grafique las elipses en el mismo plano de coor-
denadas y calcule sus puntos de intersección.

69 ;

70 ;

71 ;

, , ,

72 ;

, , ,

!!1.540, 0.618"

x2

2.9
!

y2

2.1
" 1

x2

4.3
!

! y # 2.1"2

4.9
" 1

x2

3.9
!

y2

2.4
" 1

!x ! 1.9"2

4.1
!

y2

2.5
" 1

!x ! 0.1"2

1.7
!

y2

0.9
" 1

x2

0.9
!

! y # 0.25"2

1.8
" 1

!#0.905, !1.377"

!#1.49, #0.68" !#1.19, 1.44" !0.36, 1.84" !0.82, #1.28"

x2

3.1
!

! y # 0.2"2

2.8
" 1

!x ! 0.23"2

1.8
!

y2

4.2
" 1

!#0.88, 0.76" !#0.48, #0.91" !0.58, #0.81" !0.92, 0.59"

Hipérbolas
11.3 La definición de una hipérbola es semejante a la de una elipse. El único cam-

bio es que en lugar de usar la suma de distancias desde dos puntos fijos, usa-
mos la diferencia.

Para hallar una ecuación sencilla para una hipérbola, seleccionamos un
sistema de coordenadas con focos en F(c, 0) y F"(#c, 0) y denotamos la dis-
tancia (constante) con 2a. El punto medio del segmento F"F (el origen) se
denomina centro de la hipérbola. Al consultar la figura 1, vemos que un punto
P(x, y) está en la hipérbola si y sólo si es verdadero cualquiera de los dos pos-
tulados siguientes:

Si P no está en el eje x, entonces de la figura 1 vemos que

porque la longitud de un lado de un triángulo es siempre menor que la suma
de las longitudes de los otros dos lados. Del mismo modo,

Formas equivalentes para las dos desigualdades previas son

Como las diferencias en los lados izquierdos de estas desigualdades son ambas
iguales a 2a y como d(F", F) " 2c, las últimas dos desigualdades implican que
2a $ 2c o a $ c. (Recuerde que para elipses teníamos a # c.)

A continuación, las ecuaciones (1) y (2) pueden ser sustituidas por la
ecuación única

Usando la fórmula de la distancia para hallar d(P, F) y d(P, F"), obtenemos una
ecuación de la hipérbola:

Empleando el tipo de procedimiento de simplificación que empleamos para
deducir una ecuación para una elipse, podemos reescribir la ecuación prece-
dente como

x2

a2 #
y2

c2 # a2 " 1.

# $!x # c"2 ! ! y # 0"2 # $!x ! c"2 ! ! y # 0"2 # " 2a

# d!P, F" # d!P, F") # " 2a.

d!P, F" # d!P, F"" $ d!F", F" y d!P, F"" # d!P, F" $ d!F", F".

d!P, F"" $ d!F", F" ! d!P, F".

d!P, F" $ d!F", F" ! d!P, F"",

(1) d!P, F"" # d!P, F" " 2a o (2) d!P, F" # d!P, F"" " 2a

Definición de hipérbola Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano, la diferencia
de cuyas distancias desde dos puntos fijos (los focos) en el plano es una
constante positiva.

FIGURA 1
y

x

P(x, y)

F "(#c, 0) F (c, 0)
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