
Cónicas
Se denomina sección cónica a la curva intersección de un cono con un
plano que no pasa por su vértice.
Cambiando el ángulo y el lugar de la intersección, podemos crear un
circunferencia, un elipse, una parábola o una hipérbola.
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EJERCICIO 66

(a) Determine una ecuación de la forma x ! ay2 que des-
criba su trayectoria de vuelo.

(b) Para Marte, k ! 4.28 ! 1013. Aproxime la máxima
velocidad del satélite. 957

(c) Encuentre la velocidad del satélite cuando su coorde-
nada y sea de 100,000 millas. 725

Ejer. 67–68: Grafique la ecuación

67 68

Ejer. 69–70: Grafique las parábolas en el mismo plano de
coordenadas y calcule los puntos de intersección.

69 ;
,

70 ;
, , ,

m!sec

x ! 1
232,000 y2

m!secy

x

Marte

58,000 millas

x ! "y2 # 2y # 5 x ! 2y2 # 3y " 7

"1.59, "3.97#"0.49, 0.74#""0.65, 0.24#""1.34, "2.69#
x ! 0.6y2 # 1.7y " 1.1y ! "2.1x2 # 0.1x # 1.2

"2.92, 1.38#"2.08, "1.04#
x ! y2 # 1y ! x2 " 2.1x " 1

Elipses
11.2

Una elipse se puede definir como sigue.

Podemos trazar una elipse en papel como sigue: inserte dos tachuelas en el
papel en cualesquiera puntos F y F", y sujete los extremos de una cuerda a las
tachuelas. Después de enrollar la cuerda en un lápiz y tensarla, como en el punto
P de la figura 1, mueva el lápiz manteniendo tensa la cuerda. La suma de las dis-
tancias d(P, F) y d(P, F") es la longitud de la cuerda y por lo tanto es constante;
así, el lápiz trazará una elipse con focos en F y F". El punto medio del segmento
F"F se llama centro de la elipse. Al cambiar las posiciones de F y F" mientras
se mantiene fija la longitud de la cuerda, podemos variar considerablemente la
forma de la elipse. Si F y F" están separadas de modo que d(F, F") es casi igual
a la longitud de la cuerda, la elipse es plana. Si d(F, F") es cercana a cero, la
elipse es casi una circunferencia. Si F ! F", obtenemos una circunferencia con
centro F.

Para obtener una ecuación sencilla para una elipse, seleccione el eje x
como la recta por la cual pasan los dos focos F y F", con el centro de la elipse
en el origen. Si F tiene coordenadas (c, 0) con c # 0, entonces, como en la
figura 2, F" tiene coordenadas ("c, 0). En consecuencia, la distancia entre F y
F" es 2c. La suma constante de las distancias de P desde F y F" estará deno-
tada por 2a. Para obtener puntos que no estén sobre el eje x, debemos tener
2a # 2c; es decir, a # c. Por definición, P(x, y) está sobre la elipse si y sólo
si son verdaderas las siguientes ecuaciones equivalentes:

$"x " c#2 # y2 ! 2a " $"x # c#2 # y2

$"x " c#2 # " y " 0#2 # $"x # c#2 # " y " 0#2 ! 2a

d"P, F# # d"P, F"# ! 2a

Definición de una elipse Una elipse es el conjunto de todos los puntos en un plano, la suma
de cuyas distancias desde dos puntos fijos (los focos) en el plano es una
constante positiva.

FIGURA 1

P

FF"
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770 CAPÍTULO 11 TEMAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA

Si elevamos al cuadrado ambos lados de la última ecuación tendremos

o bien,

Al elevar de nuevo al cuadrado ambos lados tendremos

o bien,

Si se dividen ambos lados entre a2(a2 ! c2), obtenemos

Recordando que a ! c y por lo tanto a2 ! c2 ! 0, tenemos

Esta sustitución nos da la ecuación

Como c ! 0 y b2 " a2 ! c2, se deduce que a2 ! b2 y por tanto a ! b.
Hemos demostrado que las coordenadas de todo punto (x, y) sobre la

elipse en la figura 3 satisfacen la ecuación (x2!a2) # (y2!b2) " 1. A la inversa,
si (x, y) es una solución de esta ecuación, entonces al invertir los pasos prece-
dentes vemos que el punto (x, y) está sobre la elipse.

FIGURA 3

Podemos hallar los puntos de intersección de la elipse con el eje x al hacer
y " 0 en la ecuación y obtendremos , o x2 " a2. En consecuencia, los
puntos de intersección con el eje x son a y !a. Los puntos correspondientes
V(a, 0) y V"(!a, 0) sobre la gráfica se llaman vértices de la elipse (vea la figu-
ra 3). El segmento de recta V"V se denomina eje mayor. Del mismo modo, al
hacer x " 0 en la ecuación, obtenemos y2!b2 " 1 o y2 " b2. Por lo tanto, los
puntos de intersección con el eje y son b y !b. El segmento entre M"(0, !b) y
M(0, b) recibe el nombre de eje menor de la elipse. El eje mayor es siempre
más largo que el eje menor porque a ! b.

x2!a2 " 1

x2 ! 2cx # c2 # y2 " 4a2 ! 4a"#x # c$2 # y2 # x2 # 2cx # c2 # y2,

b " "a2 ! c2, or b2 " a2 ! c2.

F"(!c, 0) F(c, 0)

y

x

M(0, b)

M"(0, !b)

V (a, 0)V "(!a, 0)

x2 y2

b2a2 # " 1

x2

a2 #
y2

b2 " 1.

x2

a2 #
y2

a2 ! c2 " 1.

x2#a2 ! c2$ # a2y2 " a2#a2 ! c2$.

a2#x2 # 2cx # c2 # y2$ " a4 # 2a2cx # c2x2,

a"#x # c$2 # y2 " a2 # cx.

FIGURA 2

P(x, y)

F"(!c, 0) F(c, 0)

y

x

Note que si c " 0, entonces b2 " a2

y tenemos una circunferencia.
También observe que si c " a,
entonces b " 0 y tenemos una cónica
degenerada; es decir, un punto.
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Si aplicamos las pruebas de simetría, vemos que la elipse es simétrica con
respecto al eje x, el eje y y el origen.

De manera similar, si tomamos los focos sobre el eje y, obtenemos la
ecuación

En este caso, los vértices de la elipse son (0,!a) y los puntos extremos del eje
menor son (!b, 0), como se ve en la figura 4.

La exposición precedente puede resumirse como sigue.

FIGURA 5

Trazar una elipse con centro en el origen

Trace la gráfica de 2x2 ! 9y2 " 18 y encuentre los focos.

E J E M P L O 1

a

c

b

a

y

x

x2

b2 !
y2

a2 " 1.

FIGURA 4
y

x
M(b, 0)M"(#b, 0)

V (0, a)

V "(0, #a)

x2 y2

a2b2 ! " 1

F(0, c)

F"(0, #c)

La gráfica de

donde a # b # 0, es una elipse con centro en el origen. La longitud
del eje mayor es 2a, y la longitud del eje menor es 2b. Los focos están
a una distancia c del origen, donde c2 " a2 # b2.

x2

a2 !
y2

b2 " 1 o
x2

b2 !
y2

a2 " 1,

Ecuaciones estándar
de una elipse con

centro en el origen

Para ayudar a recordar la relación
para los focos, considere el triángulo
recto formado por una escalera de
longitud a que se apoya contra un
edificio, como se ve en la figura 5.
Por el teorema de Pitágoras,
b2 ! c2 " a2. En esta posición, los
extremos de la escalera están en un
foco y un punto extremo del eje
menor. Si la escalera baja, los
extremos de la escalera estarán en el
centro de la elipse y en un punto
extremo del eje mayor.
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La ecuación (4) se llama forma normal de la ecuación de una elipse  con centro en 10, 02 y 
focos en 12c, 02 y 1c, 02, donde c se define por b2 5 a2 2 c2, y a . b . 0.

Si los focos están en el eje y, al repetir el análisis anterior se llega a

 
x2

b2 1
y2

a2 5 1. (5)

La ecuación (5) es la llamada forma normal de la ecuación de una elipse  con centro en10, 02 y focos en 10, 2c2 y 10, c2, donde c se define por b2 5 a2 2 c2, y a . b . 0.

Ejes mayor y menor El eje mayor de una elipse  es el segmento de recta que pasa por su 
centro, que contiene a los focos y cuyos extremos están en la elipse . En el caso de una elipse 
cuya ecuación es la (4), el eje mayor es horizontal, mientras que en el de la (5) el eje mayor 
es vertical. El segmento de recta que pasa por el centro, es perpendicular al eje mayor, y cuyos 
extremos están en la elipse, se llama eje menor . Los dos extremos del eje mayor se llaman 
vértices . En la ecuación (4), los vértices están en la intersección con el eje x. Si y 5 0 en (4), 
el resultado es x 5 ;a. Entonces los vértices están en 12a, 02 y 1a, 02. En la ecuación (5), los 
vértices son las intersecciones con el eje y 10, –a2 y 10, a2. En la ecuación (4) los extremos de 
los ejes menores son 10, –b2 y 10, b2; en la ecuación (5), los extremos están en 12b, 02 y 1b, 02. 
En las ecuaciones (4) o (5), la longitud del eje mayor es a 2 12a2 5 2a; la longitud del eje 
menor es 2b. Como a . b, el eje mayor de una elipse siempre es más largo que su 
eje menor.

En la FIGURA 11.2.4 se muestra un resumen de toda la información de las ecuaciones (4) 
y (5).

y

y

x x

Vértice
(–a, 0) Foco

Vértice
(a, 0)

Vértice
(0, a)

(0, –a)
Vértice

Intersección
con el eje y
(0, b)

Intersección
con el eje x
(b, 0)

Intersección
con el eje x

(–b, 0)

(0, –b)
Intersección
con el eje y

Eje
menor

Eje
menor

Eje
mayor

Eje
mayor

(–c, 0)

Foco

Foco

Foco

(c, 0)

(0, c)

(0, –c)

Centro Centro

a)      +       = 1, a > bx2

a2

y2

b2
b)      +       = 1, a > bx2

b2

y2

a2

Resumen 
gráfico de la 
información 
de las formas 
normales (4) 
y (5)

FIGURA 11.2.4 Resumen de la información de las formas normales (4) y (5)

■ EJEMPLO 1 Vértices y focos
Determinar los vértices y los focos de la elipse  cuya ecuación es 3x2 1 y2 5 9. Hacer la 
gráfica.

Solución Ambos lados de esta igualdad se dividen entre 27, y se ve que la forma normal 
de la ecuación es

 
x2

3
1
y2

9
5 1.

Como 9 . 3, se identifica esta ecuación con la (5). De a2 5 9 y b2 5 3, se ve que a 5 3 
y b 5 !3 . El eje mayor es vertical con extremos en 10, 232 y 10, 32. El eje menor es 
horizontal y sus extremos están en 12 !3 , 0 2 y 1 !3 , 0 2 . Claro está que también los vér-
tices son las intersecciones de la elipse  con el eje y, y los extremos del eje menor son 
las intersecciones con el eje x. Ahora, para determinar la ubicación de los focos, se usa 
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 11.2 La elipse 491

b2 5 a2 2 c2 o c2 5 a2 2 b2, para escribir c 5 "a2 2 b2
 . Sustituyendo a 5 3, b 5 !3 , 

se obtiene c 5 !9 2 3 5 !6 . Por consiguiente, los focos están en el eje y, en 10, 2 !6 2 
y 10, !6 2 . La gráfica se muestra en la FIGURA 11.2.5.

■ EJEMPLO 2 Deducción de la ecuación de una elipse 
Deducir una ecuación de la elipse  que tiene un foco  en 12, 02 y corta el eje x en 15, 02.
Solución Como el foco  del dato está en el eje x, se puede deducir una ecuación en la 
forma normal (4). Así, c 5 2, a 5 5, a2 5 25 y b2 5 a2 2 c2, es decir, b2 5 52 2 22 5 21. 
La ecuación que se busca es

  
x2

25
1
y2

21
5 1.

Elipse con centro en (h, k) Cuando el centro está en 1h, k2, la forma normal de la ecua-
ción de la elipse  puede ser

 
1x 2 h 2 2

a2 1
1y 2 k 2 2

b2 5 1 (6)

o bien 
1x 2 h 2 2

b2 1
1y 2 k 2 2

a2 5 1. (7)

Las elipses definidas por estas ecuaciones tienen forma idéntica a las definidas por las ecua-
ciones (4) y (5), ya que las ecuaciones (6) y (7) representan transformaciones rígidas  de las 
gráficas de (4) y (5). Por ejemplo, la elipse 

 
1x 2 1 2 2

9
1

1y 1 3 2 2

16
5 1

tiene su centro en 11, 232. Su gráfica es la de x2/9 1 y2/16 5 1, trasladada horizontalmente 
una unidad hacia la derecha, y después por una traslación vertical de tres unidades hacia 
abajo.

No se aconseja memorizar las fórmulas de los vértices y los focos de una elipse  con 
centro en 1h, k2. Todo es igual que antes: a, b y c son positivos y a . b, a . c. El lector puede 
ubicar vértices, focos y extremos del eje menor sabiendo que a es la distancia del centro a un 
vértice , b es la distancia del centro a un extremo del eje menor y c es la distancia del centro 
a un foco . También, el número c aún está definido por la ecuación b2 5 a2 – c2.

■ EJEMPLO 3 Elipse con centro en (h, k)
Ubicar los vértices y los focos de la elipse 4x2 1 16y2 2 8x 2 96y 1 84 5 0. Hacer la 
gráfica.

Solución Para escribir esta ecuación en una de las formas normales (6) o (7), se deben 
completar los cuadrados en x y en y. Recuérdese que, para completar un cuadrado, los 
coeficientes de los términos cuadráticos x2 y y2 deben ser 1. Para hacerlo, se saca a 4 como 
factor común de x2 y x, y a 16 como factor común de y2 y y:

 4 1x2 2 2x 2 1 16 1y2 2 6y 2 5 284. 

Entonces, de acuerdo con

 
se suman 4 · 1 y 16 · 9 a ambos lados

TTTT

4 1x2 2 2x 1 1 2 1 16 1y2 2 6y 1 9 2 5 284 1 4 # 1 1 16 # 9

y

x

(0, √6) (0, 3)

(0, –3) (0, –√6)

(–√3, 0) (√3, 0)

FIGURA 11.2.5 Elipse del ejemplo 1
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se obtiene

 

 
1x 2 1 2 2

16
1

1y 2 3 2 2

4
5 1.

 4 1x 2 1 2 2 1 16 1y 2 3 2 2 5 64

es decir,  (8)

En la ecuación (8) se ve que el centro de la elipse  está en 11, 32. Como la última ecuación 
tiene la forma normal (6), se identifica a2 5 16, o sea a 5 4, y b2 5 4, o b 5 2. El eje 
mayor es horizontal y está en la recta horizontal y 5 3 que pasa por 11, 32. Es el segmento 
de recta que se muestra en rojo e interrumpido en la FIGURA 11.2.6. Midiendo a 5 4 unida-
des hacia la izquierda y después a la derecha del centro, a lo largo de la recta y 5 3, lle-
gamos a los vértices 123, 32 y 15, 32. Si medimos b 5 2 unidades tanto hacia abajo como 
hacia arriba de la recta vertical x 5 1, que pasa por el centro, llegamos a los extremos del 
eje menor 11, 12 y 11, 52. El eje menor se muestra en negro e interrumpido en la figura 
11.2.6. Como c2 5 a2 2 b2 5 16 2 4 5 12, c 5 2 !3 . Por último, si medimos c 5 2 !3 
unidades hacia la izquierda y hacia la derecha del centro, a lo largo de y 5 3, llegamos a 
los focos en y 11 1 2!3 , 3 2 .11 2 2!3 , 3 2

■ EJEMPLO 4 Deducción de la ecuación de una elipse 
Deducir la ecuación de la e lipse que tiene su centro en 12, 212, cuyo eje mayor vertical 
mide 6 y su eje menor 3.

Solución La longitud del eje mayor es 2a 5 6, y entonces a 5 3. De igual modo, la 
longitud del eje menor es 2b 5 3, por lo que b 5 3

2 . Al trazar el centro y los ejes se ve en 
la FIGURA 11.2.7 que los vértices están en 12, 22 y en 12, 242, y que los extremos del eje 
menor están en y 1 7

2 , 21 2 .1 1
2 , 21 2  Como el eje mayor es vertical, la ecuación normal 

de esta elipse  es

  o
1x 2 2 2 2

9
4

1
1y 1 1 2 2

9
5 1.

1x 2 2 2 21 3
2 2 2 1

1y 2 121 2 2 2

32 5 1

Excentricidad Relacionado con cada sección cónica hay un número e llamado excen-
tricidad. La excentricidad de una elipse  se define mediante 

 e 5
c
a

 ,

donde Como 0 , "a2 2 b2 , a,c 5 "a2 2 b2
 .  la excentricidad de una elipse  satisface 

0 , e , 1.

■ EJEMPLO 5 Regreso al ejemplo 3
Determinar la excentricidad de la elipse  en el ejemplo 3.

Solución Al resolver el ejemplo 3 se vio que a 5 4 y c 5 2 !3 . Por consiguiente, la 
excentricidad de esta elipse  es e 5 12 !3 2 /4 5 !3 /2 < 0.87.

La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse . Cuando e < 0, esto es, 
cuando e es cercana a cero, la elipse es casi circular, y cuando e < 1, la elipse es aplanada, 
alargada o elongada. Para verlo, observe que si e es cercana a 0, entonces, de acuerdo con 
e 5 "a2 2 b2/a, c 5 "a2 2 b2 < 0, y en consecuencia a < b. Como se puede ver en las 
ecuaciones normales (4) y (5), eso quiere decir que la forma de la elipse es cercana a un 
círculo . También, como c es la distancia del centro de la elipse  a un foco , los dos focos están 
cercanos entre sí, y cerca del centro. Véase la FIGURA 11.2.8a). Por otra parte, si e < 1 o 

(1, 5)

(1, 1)

y

x

(5, 3)(1, 3)(–3, 3)

(x – 1)2

16
(y – 3)2

4
+ = 1

FIGURA 11.2.6 Elipse del ejemplo 3

(2, 2)

(2, –4)

3

3

y

x

(2, –1)

3
2

3
21

2
(   , –1)

7
2

(   , –1)

FIGURA 11.2.7 Interpretación gráfica 
de los datos del ejemplo 4

y

x

y

x

a) e cercana a cero

b) e cercana a 1

FIGURA 11.2.8 Efecto de la excentri-
cidad sobre la forma de una elipse 
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Elementos de la elipse 

Focos   Son los puntos fijos F y F'. 

Eje focal   Es la recta que pasa por los focos. 

Eje secundario  Es la mediatriz del segmento FF'. 

Centro  Es el punto de intersección de los ejes. 

Radios vectores  Son los segmentos que van desde un punto de la elipse a los focos: PF y PF'. 

Distancia focal  Es el segmento de longitud 2c, c es el valor de la semidistancia focal. 

Vértices  Son los puntos de intersección de la elipse con los ejes: A, A', B y B'. 

Eje mayor  Es el segmento de longitud 2a, a es el valor del semieje mayor. 

Eje menor  Es el segmento de longitud 2b, b es el valor del semieje menor.  

Relación entre la distancia focal y los semiejes 

 

 

 

 

Excentricidad de la elipse  

Es un número que mide el mayor o menor achatamiento de la elipse. Y es igual al 
cociente entre su semidistancia focal y su semieje mayor. 

 



Ejercicio:
Encontrar	los	elementos	de	las	siguientes	Ecuaciones.
(focos,	ejes,	vértices,	intersección	con	los	ejes,	gráfica)
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Como e ! c!a ! 0.967, obtenemos lo siguiente

multiplique por a

sustituya por a

multiplique

reste 0.967c

factorice c

despeje c

Como a ! c " 0.587, obtenemos

y la distancia máxima entre el Sol y el cometa es

■

Una elipse tiene una propiedad reflectora análoga a la de la parábola estu-
diada al final de la sección previa. Para ilustrar, denotemos con l la recta tan-
gente en el punto P sobre una elipse con focos F y F!, como se ve en la figura
13. Si a es el ángulo agudo entre F!P y l y si b es el ángulo agudo entre FP y
l, se puede demostrar que a ! b. Entonces, si un rayo de luz o un sonido
emana de un foco, es reflejado al otro foco. Esta propiedad se usa en el diseño
de ciertos tipos de equipo óptico.

Si la elipse con centro O y focos F! y F sobre el eje x se hace girar alre-
dedor del eje x, como se ilustra en la figura 14, obtenemos una superficie
tridimensional llamada elipsoide. La mitad superior o la inferior es un semi-
elipsoide, como lo es la mitad derecha o la mitad izquierda. Las ondas de
sonido u otros impulsos que sean emitidos desde foco F! serán reflejados por
el elipsoide hacia el foco F. Esta propiedad se usa en el diseño de galerías
susurrantes, que son estructuras con límites superiores elipsoidales, en donde
una persona que susurra en un foco puede ser escuchada en el otro foco.
Ejemplos de galerías susurrantes se pueden hallar en la Rotonda del edificio
del capitolio en Washington, D.C y el tabernáculo mormón en Salt Lake City.

La propiedad reflectora de los elipsoides (y semielipsoides) se usa en
medicina moderna en un aparato llamado litotriptor, que desintegra piedras del
riñón por medio de ondas de choque de alta energía bajo el agua. Después
de tomar mediciones extremadamente precisas, el operador coloca al paciente de
modo que la piedra esté en un foco. Entonces se generan ondas de choque
de muy alta frecuencia en el otro foco y las ondas reflejadas rompen la piedra
del riñón. El tiempo de recuperación con esta técnica suele ser de 3 a 4 días, en
lugar de 2 a 3 semanas con cirugía convencional. Además, la tasa de mortali-
dad es menor que 0.01% en comparación con el 2-3% para la cirugía tradicio-
nal (vea ejercicios 63–64).

c ! 0.967a

c # 0.967c ! 0.568

! 0.967c " 0.568

! 0.967"c " 0.587#

a ! 17.2 " 0.587 ! 17.8,

c !
0.568
0.033

! 17.2

c"1 # 0.967# ! 0.568

a " c ! 17.8 " 17.2 ! 35.0 AU.

FIGURA 13

FIGURA 14

l

b

a

F !

F

P

z

y

x

F ! FO

Ejer. 1–14: Encuentre los vértices y focos de la elipse. Trace
su gráfica, mostrando los focos.

1 2

; ;

3 4

; ;

5 6
; ;V"0, "4# F"0, "2$3 # V"0, "3# F"0, "2$2 #

4x 2 " y2 ! 16 y2 " 9x 2 ! 9

V"0, "4# F"0, "1# V"0, "7# F"0, "2#

x 2

15
"

y2

16
! 1

x 2

45
"

y2

49
! 1

V""3, 0# F""$5, 0# V""5, 0# F""3, 0#

x 2

9
"

y2

4
! 1

x 2

25
"

y2

16
! 1

11.2 Ejercicicos
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7 8
; ;

9 10

; ;

11
;

12
;

13
;

14 ;

Ejer. 15–18: Encuentre la ecuación para la elipse que se
muestra en la figura.

15 16

17 18

Ejer. 19–36: Encuentre la ecuación para la elipse que tiene
su centro en el origen y satisface las condiciones dadas.

19 Vértices , focos

20 Vértices , focos

21 Vértices , eje menor de longitud 3

22 Vértices , eje menor de longitud 5

23 Focos , eje menor de longitud 2

24 Focos , eje menor de longitud 4

25 Vértices , que pasan por

26 Vértices , que pasan por

27 Que pasan por y

28 Que pasan por y

29 Excentricidad , vértices

30 Excentricidad , vértices

31 Excentricidad , vértices en el eje x,
que pasa por

32 Excentricidad , vértices en el eje y,
que pasa por

33 Intersecciones con Intersecciones con
el eje x , el eje y

34 Intersecciones con Intersecciones con
el eje x , el eje y

35 Eje mayor horizontal de longitud 8, eje menor de longitud 5

36 Eje mayor vertical de longitud 7, eje menor de longitud 6
x2

9
!

4y2

49
" 1

!1
2

!2

x2

16
!

4y2

25
" 1

4x2 !
y2

16
" 1

9x2

89
!

5y2

89
" 1

!1, 4"

2
3

x2

49
!

y2

33
" 1

V!!7, 0"4
7

1
2

x2

20
!

y2

80
" 1

!4, 4"!2, 8"

!5, 6"
x2

169
!

4y2

169
" 1

V!!13, 0"

x2

4
!

y2

20
" 1

F!0, !4"

x2

49
!

4y2

25
" 1

V!!7, 0"

x2

4
! 9y2 " 1

x2

13
!

4y2

39
" 1

x2

7
!

y2

16
" 1

x2

40
!

y2

10
" 1

8x2

81
!

y2

36
" 1

x2

10
! y2 " 1

4x2

9
!

y2

25
" 1

x2

45
!

y2

49
" 1

x2

64
!

y2

39
" 1

!x ! 2"2

25
!

! y # 1"2

4
" 1

!4

!x # 1"2

4
!

! y ! 2"2

16
" 1

!1
3

!1, 3"y

x

V(1, 2)

V"(1, #6)

M"(#1, #2) M (3, #2)

V(3, 1)

V"(#7, 1)

M"(#2, #1)

M(#2, 3)

y

x

x2

16
!

y2

9
" 1

3
4 V!0, !4"

!2, 3" !6, 1"

V!0, !6" !3, 2"

F!!3, 0"

y

xVV"
M"

M

y

x

V

V"

M" M

F !!3
2 #2, 0"V !!#5, 0"F !! 1

10 #21, 0"V!!1
2 , 0"

V!0, !5"

V!0, !7" F!0, !2"

V!!8, 0" F!!5, 0"

x2

4
!

y2

36
" 1

F!0, 1 ! 1
2 #3 "V!0, 1 ! 1"4x 2 ! y2 " 2y

F!5, 2 ! #21 "V!5, 2 ! 5"
25x2 ! 4y2 # 250x # 16y ! 541 " 0

F!#1 ! 2, 5"V!#1 ! 2#2, 5"
x 2 ! 2y2 ! 2x # 20y ! 43 " 0

F!4 ! #5, 2"V!4 ! 3, 2"
4x 2 ! 9y2 # 32x # 36y ! 64 " 0

F!#2 ! #21, 3"V!#2 ! 5, 3"F!3 ! #7, #4"V!3 ! 4, #4"

!x ! 2"2

25
!

! y # 3"2

4
" 1

!x # 3"2

16
!

! y ! 4"2

9
" 1

10y2 ! x 2 " 54x 2 ! 25y2 " 1
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Ejer. 69–72: Grafique las elipses en el mismo plano de coor-
denadas y calcule sus puntos de intersección.

69 ;

70 ;

71 ;

, , ,

72 ;

, , ,

!!1.540, 0.618"

x2

2.9
!

y2

2.1
" 1

x2

4.3
!

! y # 2.1"2

4.9
" 1

x2

3.9
!

y2

2.4
" 1

!x ! 1.9"2

4.1
!

y2

2.5
" 1

!x ! 0.1"2

1.7
!

y2

0.9
" 1

x2

0.9
!

! y # 0.25"2

1.8
" 1

!#0.905, !1.377"

!#1.49, #0.68" !#1.19, 1.44" !0.36, 1.84" !0.82, #1.28"

x2

3.1
!

! y # 0.2"2

2.8
" 1

!x ! 0.23"2

1.8
!

y2

4.2
" 1

!#0.88, 0.76" !#0.48, #0.91" !0.58, #0.81" !0.92, 0.59"

Hipérbolas
11.3 La definición de una hipérbola es semejante a la de una elipse. El único cam-

bio es que en lugar de usar la suma de distancias desde dos puntos fijos, usa-
mos la diferencia.

Para hallar una ecuación sencilla para una hipérbola, seleccionamos un
sistema de coordenadas con focos en F(c, 0) y F"(#c, 0) y denotamos la dis-
tancia (constante) con 2a. El punto medio del segmento F"F (el origen) se
denomina centro de la hipérbola. Al consultar la figura 1, vemos que un punto
P(x, y) está en la hipérbola si y sólo si es verdadero cualquiera de los dos pos-
tulados siguientes:

Si P no está en el eje x, entonces de la figura 1 vemos que

porque la longitud de un lado de un triángulo es siempre menor que la suma
de las longitudes de los otros dos lados. Del mismo modo,

Formas equivalentes para las dos desigualdades previas son

Como las diferencias en los lados izquierdos de estas desigualdades son ambas
iguales a 2a y como d(F", F) " 2c, las últimas dos desigualdades implican que
2a $ 2c o a $ c. (Recuerde que para elipses teníamos a # c.)

A continuación, las ecuaciones (1) y (2) pueden ser sustituidas por la
ecuación única

Usando la fórmula de la distancia para hallar d(P, F) y d(P, F"), obtenemos una
ecuación de la hipérbola:

Empleando el tipo de procedimiento de simplificación que empleamos para
deducir una ecuación para una elipse, podemos reescribir la ecuación prece-
dente como

x2

a2 #
y2

c2 # a2 " 1.

# $!x # c"2 ! ! y # 0"2 # $!x ! c"2 ! ! y # 0"2 # " 2a

# d!P, F" # d!P, F") # " 2a.

d!P, F" # d!P, F"" $ d!F", F" y d!P, F"" # d!P, F" $ d!F", F".

d!P, F"" $ d!F", F" ! d!P, F".

d!P, F" $ d!F", F" ! d!P, F"",

(1) d!P, F"" # d!P, F" " 2a o (2) d!P, F" # d!P, F"" " 2a

Definición de hipérbola Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano, la diferencia
de cuyas distancias desde dos puntos fijos (los focos) en el plano es una
constante positiva.

FIGURA 1
y

x

P(x, y)

F "(#c, 0) F (c, 0)
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Ejer. 69–72: Grafique las elipses en el mismo plano de coor-
denadas y calcule sus puntos de intersección.
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Hipérbolas
11.3 La definición de una hipérbola es semejante a la de una elipse. El único cam-

bio es que en lugar de usar la suma de distancias desde dos puntos fijos, usa-
mos la diferencia.

Para hallar una ecuación sencilla para una hipérbola, seleccionamos un
sistema de coordenadas con focos en F(c, 0) y F"(#c, 0) y denotamos la dis-
tancia (constante) con 2a. El punto medio del segmento F"F (el origen) se
denomina centro de la hipérbola. Al consultar la figura 1, vemos que un punto
P(x, y) está en la hipérbola si y sólo si es verdadero cualquiera de los dos pos-
tulados siguientes:

Si P no está en el eje x, entonces de la figura 1 vemos que

porque la longitud de un lado de un triángulo es siempre menor que la suma
de las longitudes de los otros dos lados. Del mismo modo,

Formas equivalentes para las dos desigualdades previas son

Como las diferencias en los lados izquierdos de estas desigualdades son ambas
iguales a 2a y como d(F", F) " 2c, las últimas dos desigualdades implican que
2a $ 2c o a $ c. (Recuerde que para elipses teníamos a # c.)

A continuación, las ecuaciones (1) y (2) pueden ser sustituidas por la
ecuación única

Usando la fórmula de la distancia para hallar d(P, F) y d(P, F"), obtenemos una
ecuación de la hipérbola:

Empleando el tipo de procedimiento de simplificación que empleamos para
deducir una ecuación para una elipse, podemos reescribir la ecuación prece-
dente como

x2

a2 #
y2

c2 # a2 " 1.

# $!x # c"2 ! ! y # 0"2 # $!x ! c"2 ! ! y # 0"2 # " 2a

# d!P, F" # d!P, F") # " 2a.

d!P, F" # d!P, F"" $ d!F", F" y d!P, F"" # d!P, F" $ d!F", F".

d!P, F"" $ d!F", F" ! d!P, F".

d!P, F" $ d!F", F" ! d!P, F"",

(1) d!P, F"" # d!P, F" " 2a o (2) d!P, F" # d!P, F"" " 2a

Definición de hipérbola Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano, la diferencia
de cuyas distancias desde dos puntos fijos (los focos) en el plano es una
constante positiva.

FIGURA 1
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eje. Como se ve en la FIGURA 11.1.11a), los rayos de luz 1o las señales electromagnéticas2 desde 
una fuente puntiforme ubicada en el foco  de una superficie reflectora parabólica  se reflejarán 
a lo largo de rectas paralelas al eje. Es el concepto para el diseño de faros buscadores, algunas 
linternas sordas y antenas satelitales. Al revés, si los rayos de luz que llegan son paralelos al 
eje de una parábola , serán reflejados en la superficie en rectas que pasen por el foco. Vea la 
figura 11.1.11b). Los rayos luminosos procedentes de un objeto lejano, como una galaxia, 
son esencialmente paralelos, por lo que, cuando entran a un telescopio reflector se reflejan 
en el espejo parabólico hacia el foco, donde en el caso normal hay una cámara para capturar 
la imagen durante algún tiempo. Una antena parabólica doméstica funciona con el mismo 
principio que el del telescopio reflector : la señal digital de un satélite de TV se capta en el 
foco del plato mediante un receptor.

Foco

Superficie reflectora

Rayos luminosos que salen

 a) Los rayos emitidos
      en el foco son reflejados
      como rayos paralelos

Foco

Superficie reflectora

Rayos luminosos que entran

 b) Los rayos que entran
      se reflejan hacia el foco

FIGURA 11.1.11 Superficie reflectora parabólica

También las parábolas son importantes en el diseño de puentes colgantes. Se puede 
demostrar que si el peso del puente está uniformemente distribuido sobre toda su longitud, 
un cable de soporte con forma de parábola  puede soportar la carga.

La trayectoria de un proyectil lanzado oblicuamente, que puede ser un balón de basquet-
bol arrojado desde la línea de tiro libre, describirá un arco parabólico .

Se ha observado que los atunes, cuyas presas son peces más pequeños, nadan en cardú-
menes de 10 a 20 ordenados aproximadamente en forma parabólica. Una explicación factible 
de este hecho es que los peces más pequeños atrapados por el cardumen de atunes tratarán de 
escapar “reflejándose” afuera de la parábola . El resultado es que se concentran en el foco  y 
son presa fácil de los atunes (FIGURA 11.1.12).

Atún

Enfoque

Parábola

Presa

FIGURA 11.1.12 Atunes cazando en un arco 
parabólico 

Antenas parabólicas de TV 
satelital

El Puente de Brooklyn es un puente 
colgante

El balón describe un arco parabólico 

Telescopio reflector de 508 
centímetros del observatorio del 
Monte Palomar
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Introducción Hipatia fue la primera mujer en la historia de las matemáticas de la que 
se conoce bastante. Nació en Alejandría, en 370 a.C., tuvo renombre como matemática y 
filósofa. Entre sus escritos se destaca Sobre las cónicas  de Apolonio, que popularizó el trabajo 
de Apolonio 1200 a.C.2 sobre cónicas, que se pueden obtener cortando un cono doble invertido  
con un plano . Son el círculo , la parábola , la elipse  y la hipérbola . Vea la FIGURA 11.1.1. Al 
cerrar el periodo griego, se desvaneció el interés en las cónicas; después de Hipatia, el estu-
dio de esas curvas desapareció durante más de 1 000 años.

FIGURA 11.1.1 Secciones cónicas

círculo elipse parábola hipérbola

En el siglo xvii, Galileo demostró que en ausencia de resistencia del aire, la trayectoria de 
un proyectil describe un arco parabólico . Más o menos por ese tiempo, Johannes Kepler 
supuso que las órbitas de los planetas en torno al Sol son elipses, y que el Sol está en uno de 
los focos. Después, Isaac Newton a través de los métodos del cálculo recién desarrollados 
verificó esta teoría. Kepler también experimentó con las propiedades reflectoras de los espe-
jos parabólicos , investigaciones que aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los 
griegos conocieron pocas de estas aplicaciones prácticas. Habían estudiado las cónicas  por 
su belleza y por sus intrigantes propiedades. En las tres primeras secciones de este capítulo 
examinaremos tanto las propiedades antiguas como las aplicaciones modernas de estas curvas. 
Más que usar un cono, indicaremos cómo se definen la parábola , elipse  e hipérbola  mediante 
una distancia. Por medio de un sistema de coordenadas rectangulares  y una fórmula para 
determinar la distancia obtendremos ecuaciones de las cónicas . Cada una de ellas estará en 
forma de una ecuación cuadrática  de las variables x y y:

 Ax2 1 Bxy 1 Cy2 1 Dx 1 Ey 1 F 5 0, 

en donde A, B, C, D, E y F son constantes. En la sección 5.3, ya hemos estudiado el caso 
especial de y 5 ax2 1 bx 1 c, de la ecuación anterior.

Definición 11.1.1  Parábola

Una parábola  es  el conjunto de puntos P1x, y2 en el plano  que son equidistantes a una recta 
fija L, llamada directriz , y a un punto fijo F, llamado foco .

En la FIGURA 11.1.2 se muestra una parábola . La recta que pasa por el foco  perpendicular 
a la directriz  se llama eje de la parábola . El punto de intersección de la parábola con el eje  se 
llama vértice  y se indica con V en la figura 11.1.2.

Parábola con vértice  en (0, 0)  Para describir analíticamente una parábola  se usará un 
sistema de coordenadas rectangulares  donde la directriz  es una recta horizontal y 5 2c, en 
donde c . 0, y la ubicación del punto F sea 10, c2. Entonces se ve que el eje de la parábola  
está a lo largo del eje y, como muestra la FIGURA 11.1.3. El origen  es necesariamente el vértice, 
porque está en el eje a c unidades tanto del foco  como de la directriz. La distancia desde un 
punto P1x, y2 a la directriz es

 y 2 12c 2 5 y 1 c. 

11.1  La parábola

Hipatia
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Eje
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Directriz

V
VérticeP

d

d
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FIGURA 11.1.2 Una parábola
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FIGURA 11.1.3 Parábola con vértice  
en (0, 0) y foco  en el eje y
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 11.1 La parábola 483

Al aplicar la fórmula de la distancia , la distancia de P al foco  F es

 d 1P, F 2 5 "1x 2 0 2 2 1 1y 2 c 2 2.

De acuerdo con la definición de la parábola , d1P, F 2 5 y 1 c, es decir

 "1x 2 0 2 2 1 1y 2 c 2 2 5 y 1 c.

Ambos lados se elevan al cuadrado y al simplificar se obtiene

 

 x2 5 4cy.

 x2 1 y2 2 2cy 1 c2 5 y2 1 2cy 1 c2

 x2 1 1y 2 c 2 2 5 1y 1 c 2 2

 (1)

es decir, 

La ecuación (1) se conoce como la forma normal de la ecuación de una parábola  con foco  
en 10, c2, directriz  y 5 2c, c . 0 y vértice  en 10, 02. La gráfica de cualquier parábola  con la 
forma normal  (1) es simétrica con respecto al eje y.

La ecuación (1) no depende de la hipótesis c . 0. Sin embargo, la dirección hacia la que 
se abre la parábola  sí depende del signo de c. En forma específica, si c . 0, la parábola se 
abre hacia arriba , como en la figura 11.1.3; si c , 0, la parábola se abre hacia abajo .

Si se supone que el foco  de la parábola  está en el eje x, en F 1c, 02, y que la ecuación de 
la directriz  es x 5 2c, entonces el eje x es el eje de la parábola , y el vértice  está en 10, 02. Si 
c . 0, la parábola se abre hacia la derecha; si c , 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuación es

 y2 5 4cx. (2)

La gráfica de cualquier parábola  con la forma normal  122 es simétrica con respecto al eje x.
En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda esta información de las 

ecuacio nes (1) y (2), respectivamente. El lector se sorprenderá al ver que en la figura 11.1.4b), 
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FIGURA 11.1.4 Resumen gráfico de la información de la forma 
normal (1)
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 x2 1 y2 2 2cy 1 c2 5 y2 1 2cy 1 c2

 x2 1 1y 2 c 2 2 5 1y 1 c 2 2

 (1)

es decir, 

La ecuación (1) se conoce como la forma normal de la ecuación de una parábola  con foco  
en 10, c2, directriz  y 5 2c, c . 0 y vértice  en 10, 02. La gráfica de cualquier parábola  con la 
forma normal  (1) es simétrica con respecto al eje y.

La ecuación (1) no depende de la hipótesis c . 0. Sin embargo, la dirección hacia la que 
se abre la parábola  sí depende del signo de c. En forma específica, si c . 0, la parábola se 
abre hacia arriba , como en la figura 11.1.3; si c , 0, la parábola se abre hacia abajo .

Si se supone que el foco  de la parábola  está en el eje x, en F 1c, 02, y que la ecuación de 
la directriz  es x 5 2c, entonces el eje x es el eje de la parábola , y el vértice  está en 10, 02. Si 
c . 0, la parábola se abre hacia la derecha; si c , 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuación es

 y2 5 4cx. (2)

La gráfica de cualquier parábola  con la forma normal  122 es simétrica con respecto al eje x.
En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda esta información de las 

ecuacio nes (1) y (2), respectivamente. El lector se sorprenderá al ver que en la figura 11.1.4b), 
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Obs:

INSTITUTO  VALLADOLID  PREPARATORIA Página 91

Cualquiera que sea su posición, la distancia  de cualquier punto de la parábola a la recta1d

llamada  directriz  es igual a la distancia  de ese mismo punto de la parábola al punto lla-2d

mado  foco. En la figura 5.1,  1 2d d=

Las partes principales de una parábola, mostradas en la figura 5.2, son las siguientes:

Eje focal: Es la recta que divide a la parábola simétricamente y que pasa por el foco. Ver
figura 5.2.

Vértice: Es el punto donde se intersecan
la parábola con el eje focal.

Distancia focal: Es la distancia que existe
del foco al vértice y se le asigna la letra  p,
la cual aparecerá en la ecuación particular
de la parábola. Sin embargo, de acuerdo
con la definición de la parábola, la distancia
 p  del foco al vértice es igual a la distancia
del vértice a la directriz por estar en la mis-
ma línea recta perpendicular a dicha direc-
triz. 

Las coordenadas del vértice, igual que en
la circunferencia, se designan con las letras  h  y  k.

Lado recto: Es la cuerda perpendicular al
eje focal y que pasa por el foco. Su longitud
es una de las características importantes de
la parábola y es igual a  4p. Ver figura 5.2.

En todas las cónicas que tienen por lo me-
nos un término al cuadrado, un primer paso,
como ya se dijo, en el procedimiento para
transformar su ecuación de la forma general
a la forma particular consiste en dividir toda
la ecuación general entre el número, o nú-
meros, que dejen con coeficiente 1 a todas
las variables "al cuadrado".

En el caso de la parábola, su ecuación en
forma general es

Ax2 + Dx + Ey + F = 0 (a)
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directriz
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d2

figura 5.1

foco
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p
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figura 5.2
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Elementos	de	la	parábola:

Encontrar	los	elementos	(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)

De	la	parábola					𝑦" = 20𝑥

 11.1 La parábola 483

Al aplicar la fórmula de la distancia , la distancia de P al foco  F es

 d 1P, F 2 5 "1x 2 0 2 2 1 1y 2 c 2 2.

De acuerdo con la definición de la parábola , d1P, F 2 5 y 1 c, es decir

 "1x 2 0 2 2 1 1y 2 c 2 2 5 y 1 c.

Ambos lados se elevan al cuadrado y al simplificar se obtiene

 

 x2 5 4cy.

 x2 1 y2 2 2cy 1 c2 5 y2 1 2cy 1 c2

 x2 1 1y 2 c 2 2 5 1y 1 c 2 2

 (1)

es decir, 

La ecuación (1) se conoce como la forma normal de la ecuación de una parábola  con foco  
en 10, c2, directriz  y 5 2c, c . 0 y vértice  en 10, 02. La gráfica de cualquier parábola  con la 
forma normal  (1) es simétrica con respecto al eje y.

La ecuación (1) no depende de la hipótesis c . 0. Sin embargo, la dirección hacia la que 
se abre la parábola  sí depende del signo de c. En forma específica, si c . 0, la parábola se 
abre hacia arriba , como en la figura 11.1.3; si c , 0, la parábola se abre hacia abajo .

Si se supone que el foco  de la parábola  está en el eje x, en F 1c, 02, y que la ecuación de 
la directriz  es x 5 2c, entonces el eje x es el eje de la parábola , y el vértice  está en 10, 02. Si 
c . 0, la parábola se abre hacia la derecha; si c , 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuación es

 y2 5 4cx. (2)

La gráfica de cualquier parábola  con la forma normal  122 es simétrica con respecto al eje x.
En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda esta información de las 

ecuacio nes (1) y (2), respectivamente. El lector se sorprenderá al ver que en la figura 11.1.4b), 
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Encontrar	los	elementos	(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)

De	la	parábola					𝑥" = −32𝑦
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 x2 5 4cy.

 x2 1 y2 2 2cy 1 c2 5 y2 1 2cy 1 c2

 x2 1 1y 2 c 2 2 5 1y 1 c 2 2

 (1)

es decir, 
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c . 0, la parábola se abre hacia la derecha; si c , 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuación es

 y2 5 4cx. (2)

La gráfica de cualquier parábola  con la forma normal  122 es simétrica con respecto al eje x.
En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda esta información de las 
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484 CAPÍTULO 11 Temas de geometría analítica

la directriz  sobre el eje x se identifica con y 5 2c, y el foco  en el eje de las y negativas tiene 
coordenadas F 10, c2. Tenga en cuenta que en este caso, la hipótesis es que c , 0 y por con-
siguiente 2c . 0. Una aclaración similar sucede con la figura 11.1.5b).

■ EJEMPLO 1 La parábola  más simple
Ya habíamos visto la gráfica de y 5 x2 en la sección 4.2. Al comparar esta ecuación con 
la (1) se ve que

  x2 5 1 # y
 T
 4 c

por lo que 4c 5 1, o sea que c 5  
1
4 . En consecuencia, la gráfica de y 5 x2 es una parábola  

con vértice  en el origen , foco  en 10, 14 2 , y directriz  y 5 2 
1
4 .y 5 2 
1
4 . Estos detalles se indican en la 

gráfica de la FIGURA 11.1.6.

Si conocemos la forma parabólica básica , todo lo que necesitamos para saber cómo 
trazar una gráfica preliminar de las ecuaciones (1) y (2) es que la gráfica pasa por su vértice  
en 10, 02, y la dirección hacia la que se abre la parábola . Para que la gráfica sea más exacta, 
conviene usar el número c determinado por la gráfica de la ecuación en la forma normal, para 
graficar dos puntos adicionales. Nótese que si se opta por y 5 c en (1), entonces x2 5 4c2 
implica que x 5 ;2c. Entonces los puntos 12c, c2 y 122c, c2 están en la gráfica de x2 5 4cy. 
De igual modo, la opción x 5 c en 122 implica que y 5 ;2c y entonces 1c, 2c2 y 1c, 22c2 son 
puntos de la gráfica de y2 5 4cx. El segmento de recta que pasa por el foco  y cuyos extremos 
están en 12c, c2 y 122c, c2 cuando las ecuaciones están en su forma normal (1), o cuyos extre-
mos están en 1c, 2c2 y 1c, 22c2 en el caso de ecuaciones con la forma normal (2), se llama 
cuerda focal  o diámetro . Por ejemplo, en la figura 11.1.6, si se escoge y 5  

1
4 , entonces 

x2 5  
1
4 implica que x 5 ; 

1
2 . Los extremos de la cuerda focal  horizontal para son 12 

1
2, 

1
4 2y 5 x2  

y 1 1
2, 

1
4 2 .

■ EJEMPLO 2 Deducción de la ecuación de una parábola 
Deduzca la ecuación, en su forma normal, de la parábola  con directriz  x 5 2 y foco  en el 
punto 122, 02. Haga la gráfica.

Solución En la FIGURA 11.1.7 se han graficado la directriz  y el foco . Por su ubicación se 
ve que la ecuación que buscamos tiene la forma y2 5 4cx. Como c 5 22, la parábola  se 
abre hacia la izquierda, y así

 o y2 5 28x.y2 5 4 122 2x  

Como se mencionó en la explicación anterior a este ejemplo, si se sustituye x 5 c, o en este 
caso x 5 22, en la ecuación y2 5 28x, se pueden determinar dos puntos en su gráfica. 
De y2 5 281222 5 16 se obtiene y 5 ;4. Como se ve en la FIGURA 11.1.8, la gráfica pasa 
por 10, 02 y también por los extremos 122, 242 y 122, 42 de la cuerda focal .

Parábola con vértice  en (h, k) Supongamos que la parábola  se traslada tanto horizontal 
como verticalmente, de modo que su vértice está en el punto 1h, k2, y su eje es la recta vertical 
x 5 h. La forma normal de la ecuación de la parábola es, entonces,

 1x 2 h 2 2 5 4c 1y 2 k 2 . (3)

De igual modo, si su eje es la recta horizontal y 5 k, la forma normal de la ecuación de la 
parábola  con vértice  en 1h, k2 es

 1y 2 k 2 2 5 4c 1x 2 h 2 . (4)
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FIGURA 11.1.6 Gráfica de la ecua-
ción del ejemplo 1
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FIGURA 11.1.7 Directriz y foco  del 
ejemplo 2

y

x

y2 = –8x 

(–2, 4)

(–2, –4)

FIGURA 11.1.8 Gráfica de la 
parábola  del ejemplo 2

Sugerencia para trazar la gráfica de 
las ecuaciones (1) y (2).
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0

o

donde
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Directriz:
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donde
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Directriz: # p #
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x ! h " p

F!h # p, k"

p !
1
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p !
1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.
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9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
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1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".
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28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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F!h, k # p"
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1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".
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28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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Directriz:

o
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Directriz: # p #
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y ! k " p
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y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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Elementos	de	la	parábola:

Encontrar	los	elementos	(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)

De	la	parábola		(𝑦 − 1)"= 20(𝑥 − 2)

11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0

o

donde

Foco:

Directriz:

o

donde

Foco:

Directriz: # p #
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V(h, k)

y
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F

p

V(h, k)

y

x

F p
V(h, k)

# p #
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F
V(h, k)

x ! h " p

F!h # p, k"

p !
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4a

x ! ay2 # by # c,

! y " k"2 ! 4p!x " h"

y ! k " p

F!h, k # p"

p !
1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0

o

donde

Foco:

Directriz:

o

donde

Foco:

Directriz: # p #

y

x

F

V(h, k)

y

x

F

p

V(h, k)

y
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V(h, k)

# p #

y

x

F
V(h, k)

x ! h " p
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p !
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4a

x ! ay2 # by # c,

! y " k"2 ! 4p!x " h"

y ! k " p

F!h, k # p"

p !
1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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Directriz:
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Directriz: # p #
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!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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Encontrar	los	elementos	(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)

De	la	parábola		(𝑥 − 2)"= −8(𝑦 + 4)

11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
9

x ! 7
9 y2

p !
1

4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".

! 9
28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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Directriz:
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y ! k " p

F!h, k # p"

p !
1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.

a ! 7
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x ! 7
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p !
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4a
!

1

4!7
9" !

9
28

.

x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".
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28 , 0"

Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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11.1 Parábolas 763

En consecuencia, una ecuación para la parábola es .

(b) El foco está a una distancia p a la derecha del vértice. Como , tene-
mos

Por tanto, el foco tiene coordenadas . ■

Si tomamos una ecuación estándar de una parábola (de la forma x2 ! 4py)
y sustituimos x con x " h y y con y " k, entonces

(*)

De nuestra discusión de traslaciones en la sección 3.5, reconocemos que la grá-
fica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gráfica de la primera ecua-
ción al desplazarla h unidades a la derecha y k unidades hacia arriba, con ello
se mueve el vértice de (0, 0) a (h, k). Si elevamos al cuadrado el lado izquierdo
de (*) y simplificamos, tendremos una ecuación de la forma y ! ax2 # bx # c,
donde a, b y c son números reales.

Del mismo modo, si empezamos con (y " k)2 ! 4p(x " h), se puede
escribir en la forma x ! ay2 # by # c. En la tabla siguiente, V(h, k) ha sido
colocado en el primer cuadrante, pero la información dada en la columna de la
extrema izquierda se cumple cualquiera que sea la posición de V.
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x 2 ! 4py se convierte en !x " h"2 ! 4p! y " k".
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Ecuación, foco, directriz Gráfica para p > 0 Gráfica para p < 0
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! y " k"2 ! 4p!x " h"

y ! k " p

F!h, k # p"

p !
1

4a

y ! ax 2 # bx # c,

!x " h"2 ! 4p! y " k"

Parábolas con vértice V(h, k)
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Ejercicios
Encontrar	los	elementos	
(vértice,	foco,	directriz	y	grafica)

766 CAPÍTULO 11 TEMAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA

Graficar semiparábolas

Grafique .

SOLUCIÓN La gráfica es una parábola con eje horizontal. Como y no es una
función de x, de la ecuación despejaremos y y obtendremos dos ecuaciones (en
forma muy semejante a como lo hicimos con circunferencias en el ejemplo 11
de la sección 3.2). Empezamos por despejar y de la ecuación equivalente

en términos de x usando la fórmula cuadrática, con , , y
:

fórmula cuadrática

simplifique

factorice ; simplifique

La última ecuación, , representa la mitad superior de la
parábola y la mitad inferior .
Note que y ! "1 es el eje de la parábola.

A continuación, hacemos las asignaciones

Ahora graficamos Y1 y Y2 para obtener una imagen semejante a la figura 12. ■

! y ! "1 " "x # 5 #! y ! "1 # "x # 5 #
y ! "1 ! "x # 5

"4

E J E M P L O 6

x ! y2 # 2y " 4

! "1 ! "x # 5

!
"2 ! "20 # 4x

2

y !
"2 ! "22 " 4!1#!"4 " x#

2!1#

c ! "4 " x
a ! 1 b ! 2

y2 # 2y " 4 " x ! 0

Y1 ! "1 # "x # 5 y Y2 ! "1 " "x # 5.

FIGURA 12
$"6, 6% por $"5, 3%

Ejer. 1–12: Hallar el vértice, foco y directriz de la parábola.
Trace su gráfica, mostrando el foco y la directriz.

1 2
; ; ; ;

3 4
; ; ; ;

5 6
; ; ; ;

7 8
; ; ; ;

9 10
; ; ; ;

11 12
; ; ; ;

Ejer. 13–20: Hallar la ecuación para la parábola mostrada
en la figura.

13 14

x 2 # 20y ! 10

y2 # 14y # 4x # 45 ! 0

x ! 2F!0, "7#V!1, "7#

y ! 11
2F!0, " 9

2#V!0, 1
2#y ! " 9

4F !2, " 7
4#V!2, "2#

y 2 ! 20!x " 1# x 2 ! 12! y # 2#

y

x

V F

y

x
F

V

x ! " 9
2F!" 7

2 , 2#V!"4, 2#

x ! 47
16F!49

16 , 2#

y ! " 9
8F!3, " 7

8#

x ! 3
8F!" 3

8 , 0#

y ! 3
4F!0, " 3

4#

y2 " 4y " 2x " 4 ! 0

! y # 1#2 ! "12!x # 2#

!x " 3#2 ! 1
2 ! y # 1#

x ! "5F!5, 0#V!0, 0#

20x ! y2

V!0, 0#

x 2 ! "3y

y ! x2 " 4x # 2

V!"2, "1# F!"5, "1# x ! 1V!3, 2#

! y " 2#2 ! 1
4 !x " 3#

V!3, "1#V!"2, 1# F!"2, "1# y ! 3

!x # 2#2 ! "8! y " 1#

V!0, 0#

2y2 ! "3x

V!0, 0# F!0, 2# y ! "2

8y ! x2

11.1 Ejercicicos
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Evaluaciones
De manera complementaria al Texto del Estudiante, 
a continuación se presentan dos evaluaciones con 
diferentes ítems, para servir de apoyo al docente.

Evaluación 1  

I. Completa cada una de las siguientes frases 
según corresponda:

1. El punto medio del segmento de extremos   
( a,2b )  y  (  − 3a, − 2b )  se encuentra en el eje 

de las ________________________________

2. El punto medio de un segmento es  ( 4,9 ) . 
Si uno de sus extremos es el punto  (  − 3,͹ ) , 
entonces, el otro extremo es el punto ______

3. La medida del segmento de extremos  ( 2,5 )  
y  (   1 __ 

2
  ,   1 __ 

3   )  es ___________________________

4. Según la medida de sus lados, el triángulo de 
vértices  ( 2,3 ) ;  (  − 3,1 )  y  (  − ͹,2 )  se clasifica 
como ________________________________

5. Una homotecia es una transformación 
geométrica que modifica ________________ 
de la figura original, sin modificar su _______

6. Para que una figura homotética a otra resulte 
del triple del tamaño e invertida con respecto 
a la original, su razón de homotecia debe ser 
__________________________________

7. Una figura homotética que conserva el 
tamaño de la figura original tiene razón de 
homotecia ____________________________

8. Para que alguno de los lados de una figura 
homotética coincida con su respectivo lado 
homotético de la figura original, el centro de 
homotecia debe encontrase en ___________

9. El homotético del punto  ( 3,4 )  con respecto al 

centro de homotecia  ( 0,0 )  y con razón de 

homotecia 5 es el punto _________________

10. Si una figura homotética a otra de área 12᩸c m 2 , 
se ha conseguido haciendo una homotecia de 

razón   1 __ 
4
  , entonces, el área de la figura 

homotética es __________________________

II. Resuelve los siguientes ejercicios, colocando 
todo el desarrollo:

1. Dado el triángulo de vértices A:᩸ ( 3,5 ) ; 
B:᩸ (  − 9,15 )  y C:᩸ (  − 5, − 11 ) , determina:

a. Los puntos medios de los lados del 
triángulo.

b. El perímetro del triángulo formado por sus 
medianas.

c. La longitud de la transversal de gravedad 
que pasa por el vértice C.

2. Dado el cuadrilátero de vértices A:᩸  ( 1,0 ) ; 
B:᩸  (  − 2, − 1 ) ; C:᩸  ( 1, − 3 )  y D:᩸  ( 4, − 2 ) , 
determina:

a. La medida de sus lados.
b. La medida de sus diagonales.
c. ¿Podría este cuadrilátero ser un 

paralelogramo?

3. Dadas las siguientes figuras, el punto O: 
centro de homotecia y la razón de homotecia  
(r), dibuja la figura homotética a la dada:

a. r = 2  

C

E

D

A B
O

b. r =  − 3

 
C

E

D

O

B
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Actividades de refuerzo

I. Coloca verdadero (V) o falso (F) a cada 

1.  ____ Se puede determinar la ecuación de 
una recta si se conoce su pendiente y su 
coeficiente de posición.

2.  ____ Para que una recta pase por los puntos 
A:᩸ (  − 1,4 ) , B:᩸ ( 2, − 11 )  y C:᩸ (  − 2,k ) , el 
valor de k debe ser 9.

3.  ____ Si L es una recta que pasa por dos 
puntos que están en el II y IV cuadrante  
respectivamente, entonces L tiene 
pendiente positiva.

4.  ____ La recta − 5x + 2y + 6 = 0 corta al 
eje x en el punto  ( 3,0 ) .

5.  ____ Para que las rectas  L 1 :᩸y =  − 3x + 2 
y  L 2 :᩸y =  ( 2 − k ) x + 3 sean paralelas k 
debe valer 5.

6.  ____ Si el producto de las pendientes de dos 
rectas es −1, entonces, podemos 
afirmar que no son paralelas.

7.  ____ Dos rectas son secantes si se cortan en 
un punto.

8.  ____ Un sistema formado por dos rectas, 

paralelas.

9.  ____ Si al resolver un sistema se obtiene que 
el sistema es incompatible, entonces, 
podemos afirmar que existe una 
solución.

10.  ___ La recta de pendiente − 4 y que pasa 
por el punto A:᩸ (  − 1,7 )  es 
y =  − 4x − 3.

II. Resuelve los siguientes ejercicios, colocando 
todo el desarrollo:

1. Determinar la ecuación principal de la recta 
que pasa por los puntos:

a. A: ( 3,8 )  y B: (  − 2,7 ) 

b. C: (   3 __ 
4
  ,3 )  y D: (  Ϋ   1 __ 5  , − 2 ) 

c. E: ( 1   1 __ 3  ,   
1 __ 5   )  y F: ( 3, −   2 __ 3   ) 

2. Determinar, en cada caso, la ecuación general 
de la recta que tiene pendiente dada y pasa 
por el punto señalado: 

a. Pendiente: −   2 __ 
9
  , pasa por el punto 

 (  −   3 __ 2  ,4 ) .
b. Pendiente:   5 __ 3   , pasa por el punto  (  −   1 __ 2  ,  

3 __ 8   ) .
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II. Resuelve los siguientes ejercicios, colocando 
todo el desarrollo:

1.
datos dados en cada caso:

a. Recta que pasa por los puntos  ( 4, − 6 )  y  
( 12, − 1 ) .

b. Recta que pasa por el punto medio del 
segmento de extremos en los puntos  
(  − 3, − 5 )  y  ( 2,2 )  y es paralela a la recta 
de ecuación 3x − 5y + 12 = 0.

c. Recta que es perpendicular a la recta de 
ecuación 5y − 2x + 13 = 0 y pasa por el 
punto de corte de la recta 3x − 3y + 1 = 0 
con el eje y.

2. Dado el triángulo de la figura, determina: 

–4 –3 –2  –1 0 1 2 3 4

y

x

1
0

–1
–2

2

C

A

3
4
5
6

B

A
7

a. La ecuación del lado  
__

 BC .
b. La ecuación de la simetral 

correspondiente al lado  
__

 AC .
c. La ecuación de la mediana opuesta al lado  ___

 AB .
d. ¿Es este triángulo un triángulo 

rectángulo? Justifica tu respuesta sin usar 
el teorema de Pitágoras.

e. Determina el área del triángulo, usando la 
fórmula general del semi producto de la 
base por la altura.

3. Dado el cuadrilátero de vértices A:᩸ (  − 2,6 ) ,
B:᩸ ( 3,4 ) , C:᩸ ( 4,2 )  y D:᩸ (  − 1,4 ) . Responde las 
siguientes preguntas:

a. ¿Es el cuadrilátero un paralelogramo?
b. ¿Cuáles son las ecuaciones de las rectas 

que contienen a sus diagonales?
c. Si desde el vértice B se traza la altura del 

cuadrilátero, ¿cuáles son las coordenadas 
del pie de la altura?

d.
usando la formula general del producto 
de la base por la altura.

 4. Los siguientes sistemas de ecuaciones 
lineales representan rectas en el plano 
cartesiano. Determina la posición relativa de 
ellas, sin resolver los sistemas. Argumenta 
matemáticamente tu respuesta:

a. 4x − 5y = 12

  3x − 2y
 _________ 3    −   4y − 3x
 _________ 2    =   1 __ 5  

b. 2 ( x − 3y )  + 1 =  − 6 ( x + 3y ) 
x + y =   3 − y

 ______ 2   

c. x ( 5 + 3y )  + y ( 2 − 3x )  = 6
5 ( x + y )  −  ( 2 + y )  = 10 − 5x

III. Resuelve los siguientes problemas de planteo:

1. El sobrino menor de Josefina aprendió a 
gatear la semana pasada. A Josefina le 
encantaba jugar con él y hoy que estaban en 
su casa y lo vio gateando en el suelo de su 
comedor se le ocurrió un juego para su 
hermano ingeniero. Mira – le dijo Josefina – 
he usado las baldosas de tu piso como un 
sistema de coordenadas cartesianas. Tu hijo 
ha comenzado a gatear del punto  ( 3,2 ) , 
respecto al origen, que es donde nos 
encontramos ahora, para avanzar tres 
unidades a la izquierda y 4 unidades hacia 
arriba. Ahora respóndeme:

a. ¿Cuál es la ecuación de la recta que 
contiene la trayectoria que mi sobrino 
debiera haber hecho para ir desde el 
primer punto al segundo siguiendo la 
trayectoria más corta?
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UNIDAD 3 Geometría analítica en el plano

Ejemplo

Demuestra que el triángulo formado por los puntos de coordenadas A(O, 2), B(3, 4) Y
C(2, -1) es isósceles rectángulo,

Figura 1

y

5

B
Aplicando la expresión de la distancia entre dos puntos, se calculan las medidas AB, BC
y CA.

4

3

• AB=d(A,B)=~(4-2)2+(3-0)2=~22+32={I3 ... AB={13

• BC=d(B,C)=~(-1-4)2+(2-3)2=~(-5)2+(-1)2=f26 ... BC=f26

• CA=d(C,A)=~(2-1)2+(0-2)2=~32+(-2)2={I3 ... CA={13

1

o x
-1 e

Como AB = CA, el triángulo ~ABC es isósceles (figura 1), Además, se observa que:

• BC2 = (f26)2 = 26 ... BC2 = 26 Teorema recIproco de Pitágoras

Luego, AB2 + CA2 = BC2, y por teorema recíproco de Pitágoras, sededucequeel triángulo
es rectángulo. Entonces el triangulo ~ABC es isósceles rectángulo.

Si la sumade loscuadradosde lasmedidas
de dos ladoses igual al cuadrado de
la medida del tercero,el triángulo es
rectángulo.

Determina la distancia entre los siguientes pares de puntos. 6. Demuestra que el triángulo cuyos vértices son los puntos
A(-2, -1), B(5, -2) Y C(2, 2) es isósceles.

1• E(5, -10) Y0(0, O)
2. A(2, 3)YB(5, 1) 7. Demuestra que los pu ntos A(l, 4), B(4, O)Yc( 6, ~) son los

vértices de un triángulo rectángulo. Luego, calcula su área.
3. C(-4, -5) y 0(4,8)

F(;,l)YG(-~,-;) 8. Demuestra que los puntos A(3, 3), Y B( -36, 36)
4. C(-3, -3) son los vértices de un triángulo equilátero.

Realiza las siguientes actividades. 9. Calcula el perímetro y área del triángulo del ejercicio 8.

5. Calcula el perímetro del cuad rílátero cuyos vértices son
A(l, 2), B(5, 5), C(-l, 4) y 0(-2, -3).
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11Ecuaciones de la recta
Determina la ecuación de la recta con la información dada
en cada caso, indicando su pendiente, si es creciente o no,
su punto de corte con los ejes X e Y, y exprésala en forma
principal, general y canónica.

1. Pasapor los puntos A(l, O)Y B(O,1).

2. Pasapor los puntos (-2, 3) YD(-2, -2).

Pasapor los puntos G(~, 1) Y H( - ~, 3 ).
4. Pasapor los puntos K(9, 4) Y L(-S, 4).

3.

Pasapor el punto 0(-3, -6) Y su pendiente es ~.

6. Pasapor el punto Q(O,4) y su pendiente es O.

5.

7. Pasapor el punto R(3, 5) Y su pendiente es indefinida.

Determina el valor de p en A( -~, !)y B( p, ~), para que la
recta que pasa por ellos cumpla las siguientes condiciones.

8. Pasapor el origen.

9. Tiene pendiente 2.

10. Esparalela al eje Y.

tJ Posiciones relativas entre rectas

Determina, en cada caso, lo pedido.

11. Laecuación de la recta que es paralela a
L,: y = 2x + 3 Yque pasa por P(3, 4).

12. Laecuación de la recta que es perpendicular a
L,: 2x + 4y = 5 Yque pasa por Q(-l, 2).

13. Elvalor de k para que L,: 2x +y = -4yL2: 3x + ky =-2
sean paralelas.

14. Elvalor de k para que L,: 3x +2y = 1Y L2: kx+2y =-2
sean perpendiculares.

a Sistemas de ecuaciones

Determina la naturaleza de cada sistema de ecuaciones.

15. 17.
3x - y = 5
x + 3y = 3

4x - 2y = 6
2x-y = 3

16.
5x -y = 4

-10x+ 2y = 7 18.
3x - 2y =-1
8y -12x = 4

Determina la naturaleza de cada sistema, según los valores
de a y b.

19. 20.
ax - 3y = b
2x -y = 3

ax+by=3
3x+ 4y = 2

a Distancia entre puntos

Determina lo pedido en cada caso.

21. Ladistancia del punto P(3, 5) al origen.

22. El perímetro del cuad rilátero de vértices A(l, 4), B(2, 1),
(-5, -1)Y D(-6, 2).

23. Demuestra que los puntos A(a, b) y B(2 - b, a) se
encuentran a la misma distancia del punto (1, 1).

IJ Homotecia
Realiza las siguientes actividades.

24. A un triángulo de vértices A(l, 1), B(-l, 2) Y(2, -1) se
le aplica una homotecia de razón A = 2; con centro en
el origen. Determina las coordenadas de sus vértices
y grafícala.

25. Determina lascoordenadas de los vértices del triángu lo
del ejercicio 24, al realizar una homotecia de razón

A = - !,con centro en el origen. Grafícala.
26. A una figura se le aplica una transformación, de modo

que a su vértice A(12, 24) le corresponde ahora el
vértice A'(lS, 27). ¿Esuna homotecia? Justifica.
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3. Hallar la ecuación general de la recta para 
cada uno de los siguientes gráficos:

a. 
y

x

0

1

2

3

 –2   –1        0    1     2               3               4

–1

b. 
y

x

0
1

–1

2
3
4
5

 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

c. 

y

x

0
1

–1

2
3
4
5

 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

4. ¿ Cuál es la ecuación de la recta paralela 
a L:y =  − 3x + 2 y que pasa por el punto 
A:᩸ (  − 3,2 ) ?

5. Halla la ecuación de la recta perpendicular a 
L:x − 3y + 2 = 0 y que pasa por el punto 
A:᩸ (  − 2,5 ) ?

6. Dado el ∆ ABC de vértices A: (  − 2,5 ) , B: ( 1,3 )  y 
C: (  − 1, − 4 ) , determina la ecuación de:

a. La transversal de gravedad  t b .

b. La simetral del lado  
___

 AB .

7. Determina, para cada grafico, el sistema de 
ecuaciones lineales que lo representa 
algebraicamente. Comprueba, resolviendo el 
sistema, que el punto de intersección de las 
rectas es la solución de este: 

a. 

y

x

0
1
2
3
4
5
6
7
8

 –3  –2 –1 0 1 2 3 4 5 6  
A

B

C

b. 

y

x–6 –5 –4 –3 –2 –1  1 2 3  
0

0

–4
–3
–2
–1

1
2
3
4

8. ¿Qué valor debe tomar k en el sistema de 

ecuaciones lineales 
x − 3y = 5
2x − ky = 7  para que las 

rectas que ellas representan se intersecten en 

un punto?
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3. Hallar la ecuación general de la recta para 
cada uno de los siguientes gráficos:

a. 
y

x

0

1

2

3

 –2   –1        0    1     2               3               4

–1

b. 
y

x

0
1

–1

2
3
4
5

 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

c. 

y

x

0
1

–1

2
3
4
5

 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

4. ¿ Cuál es la ecuación de la recta paralela 
a L:y =  − 3x + 2 y que pasa por el punto 
A:᩸ (  − 3,2 ) ?

5. Halla la ecuación de la recta perpendicular a 
L:x − 3y + 2 = 0 y que pasa por el punto 
A:᩸ (  − 2,5 ) ?

6. Dado el ∆ ABC de vértices A: (  − 2,5 ) , B: ( 1,3 )  y 
C: (  − 1, − 4 ) , determina la ecuación de:

a. La transversal de gravedad  t b .

b. La simetral del lado  
___

 AB .

7. Determina, para cada grafico, el sistema de 
ecuaciones lineales que lo representa 
algebraicamente. Comprueba, resolviendo el 
sistema, que el punto de intersección de las 
rectas es la solución de este: 

a. 

y

x

0
1
2
3
4
5
6
7
8

 –3  –2 –1 0 1 2 3 4 5 6  
A

B

C

b. 

y

x–6 –5 –4 –3 –2 –1  1 2 3  
0

0

–4
–3
–2
–1

1
2
3
4

8. ¿Qué valor debe tomar k en el sistema de 

ecuaciones lineales 
x − 3y = 5
2x − ky = 7  para que las 

rectas que ellas representan se intersecten en 

un punto?
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5. Dado el cuadrilátero de vértices A:᩸ (  − 2,4 ) ,
B:᩸ (  − 3,3 ) , C:᩸ ( 0,0 )  y D:᩸ ( 4,4 ) . Determina:

a. Qué tipo de cuadrilátero es.
b. La ecuación de sus diagonales.
c. La ecuación de la altura del cuadrilátero.

6. Encuentra el valor que debe tener k, 
en el sistema 
 ( 2 + k ) x +  ( 2k − 5 ) y = 5
 −  ( 2k + 4 ) x −  ( 3k − 6 ) y =  − 10
de modo que las rectas que representan sean 
coincidentes.

III. Resuelve los siguientes problemas de planteo:

1. Diego está trabajando en su proyecto de 
carpintería. El está haciendo el molde de la 
tapa de un joyero. La forma de esta tapa se 
observa en este dibujo:
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datos para colocar los adornos y tornillos. Haz 

respuestas correctas, determinando:

a. La ecuación de la recta que pasa por A y 
por C.

b. La ecuación de la recta que pasa por B y 
por D.

c. Las coordenadas del punto G.
d. La distancia desde G al lado EF. Aproxima 

tu respuesta a la centésima.
2. El profesor de Estela, la alumna nueva del III 

medio A, le ha explicado que la escala de 

colegio, a diferencia de las que se usan en 
otros establecimientos, está hecha al 70 %. 
Eso significa – le dijo – que en esta prueba de 
45 puntos, obtendrás un 4 con el 70 % del 
total de puntos. Le mostró entonces un 
gráfico, nota/puntaje, que constaba de dos 
segmentos, uno para las notas bajo 4 y otras 
para las notas de 4 a 7
invitamos a responder las siguientes 
preguntas:

a. Escribe las ecuaciones de los segmentos 
mencionados que representan las notas 
bajo 4 y sobre 4, en función de los puntos 
obtenidos en la prueba.

b. ¿Qué nota tendrá un alumno que logra 36 
puntos en la prueba?

c. ¿Cuántos puntos logró en la prueba un 
alumno que obtuvo un 3,4?

d. Si la escala estuviera al 60 %, ¿cuáles 
serían las ecuaciones de los segmentos 
para los tramos bajo 4 y sobre 4?

e. ¿Qué diferencia existe entre las 
pendientes de los trazos en la escala al 
70 % con la de la escala al 60 %?

f. ¿Qué sucederá con los trazos para los 
tramos bajo 4 y sobre 4 si la escala es a un 
50 %?

MA
TE

MÁ
TIC

A 3
º M

ED
IO

U
N

ID
A

D
 4

195

5. Dado el cuadrilátero de vértices A:᩸ (  − 2,4 ) ,
B:᩸ (  − 3,3 ) , C:᩸ ( 0,0 )  y D:᩸ ( 4,4 ) . Determina:

a. Qué tipo de cuadrilátero es.
b. La ecuación de sus diagonales.
c. La ecuación de la altura del cuadrilátero.

6. Encuentra el valor que debe tener k, 
en el sistema 
 ( 2 + k ) x +  ( 2k − 5 ) y = 5
 −  ( 2k + 4 ) x −  ( 3k − 6 ) y =  − 10
de modo que las rectas que representan sean 
coincidentes.

III. Resuelve los siguientes problemas de planteo:

1. Diego está trabajando en su proyecto de 
carpintería. El está haciendo el molde de la 
tapa de un joyero. La forma de esta tapa se 
observa en este dibujo:

B
h i

C
G

DA

F E

y

x O 1 2 3 4 5 6 7
0
1
2
3
4
5
6
7
8

–1

datos para colocar los adornos y tornillos. Haz 

respuestas correctas, determinando:

a. La ecuación de la recta que pasa por A y 
por C.

b. La ecuación de la recta que pasa por B y 
por D.

c. Las coordenadas del punto G.
d. La distancia desde G al lado EF. Aproxima 

tu respuesta a la centésima.
2. El profesor de Estela, la alumna nueva del III 

medio A, le ha explicado que la escala de 

colegio, a diferencia de las que se usan en 
otros establecimientos, está hecha al 70 %. 
Eso significa – le dijo – que en esta prueba de 
45 puntos, obtendrás un 4 con el 70 % del 
total de puntos. Le mostró entonces un 
gráfico, nota/puntaje, que constaba de dos 
segmentos, uno para las notas bajo 4 y otras 
para las notas de 4 a 7
invitamos a responder las siguientes 
preguntas:

a. Escribe las ecuaciones de los segmentos 
mencionados que representan las notas 
bajo 4 y sobre 4, en función de los puntos 
obtenidos en la prueba.

b. ¿Qué nota tendrá un alumno que logra 36 
puntos en la prueba?

c. ¿Cuántos puntos logró en la prueba un 
alumno que obtuvo un 3,4?

d. Si la escala estuviera al 60 %, ¿cuáles 
serían las ecuaciones de los segmentos 
para los tramos bajo 4 y sobre 4?

e. ¿Qué diferencia existe entre las 
pendientes de los trazos en la escala al 
70 % con la de la escala al 60 %?

f. ¿Qué sucederá con los trazos para los 
tramos bajo 4 y sobre 4 si la escala es a un 
50 %?

M
AT

EM
ÁT

IC
A 

3º
 M

ED
IO


