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Geometría analítica 

 
Estudia las figuras geométricas utilizando un sistema de coordenadas y 

resuelve los problemas geométricos por métodos algebraicos; las coordenadas 

se representan por grupos numéricos y las figuras por ecuaciones. 

 

 

Lo que debes recordar  

� La geometría analítica es la parte de las matemáticas que establece una conexión entre el álgebra y la 
geometría euclidiana, y en la cual se estudian figuras referidas a un sistema de coordenadas.  

� René Descartes es considerado el creador o inventor de la geometría analítica.  
 

 

 

 

2.- Sistemas de coordenadas cartesianas. 
Este sistema también se denomina cartesiano en honor a René Descartes, par haber sido quien lo 

empleara en la unión del álgebra y la geometría plana para dar lugar a la geometría analítica.  

Recordemos cómo se construye un sistema de coordenadas rectangulares: trazamos dos rectas 

perpendiculares que se intersecan en el punto O, al cual se le llama origen.  

La recta horizontal es el eje de las abscisas o eje de las x; la recta vertical es el eje de las ordenadas o eje 

de las y. Usando un segmento "unidad" conveniente, se divide cada eje de manera que los números 

enteros positivos queden a la derecha del origen  sobre el eje x, y arriba del origen sobre el eje y. Los 

enteros negativos quedan a la izquierda del origen sobre el eje x, y abajo del origen sobre el eje y.  

Tomando los ejes como elementos de referencia, se puede localizar cualquier punto situado en el plano 

que forman, procediendo en la forma siguiente: se indica la distancia del punto a la derecha o a la 

izquierda del eje horizontal, y la distancia hacia arriba o hacia abajo del eje vertical.  

La abscisa es positiva o negativa según el punto P situado a la derecha o a la izquierda del eje horizontal; 

la ordenada es positiva o negativa según el punto este situado arriba o abajo del eje vertical.  

A la abscisa y a la ordenada de un punto se les llaman coordenadas del punto y se escriben como un par 

de números dentro de un paréntesis separado por una coma; el primero de estos números representa 

siempre a la abscisa y el segundo a la ordenada.  
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Figura 1
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Distancia entre dos puntos del plano
cartesiano

Distancia desde un punto al origen

En la Unidad 1 se calculó la distancia al origen de un complejo cualquiera en el plano de
Arga nd, que corresponde a su módulo, Así, por ejemplo, dado el complejo z = (3, 5) de la
figura 1; su módulo es 434, ya que:

4 2 2
1 z 1 =3 + 5
1 z 1 = 49 + 25
Izl=4'34

Figura 2

Si en lugar de representar a los Números Imaginarios, el eje de las ordenadas representa
a los Números Reales, se concluye que el módulo de este complejo es igual a la distancia
del punto P(3, 5) al origen 0,

-1

y

5 En general, dado un punto P(x, y), su distancia al origen está dada por la siguienteI
I
I
I
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, ,
expresión:

~ 2 2d(P, O) = x + y

6 X Distancia entre dos puntos

En la figura 2, se muestra el seg mento AB de extremos A(l, 2) Y B(S, 5). Se han trazado las
proyecciones de A sobre los ejes X e Y,y la de B sobre el eje X, determinando un triángulo
LlABC, rectángulo en C.

O 4

Se tiene, por el teorema de Pitágoras:

(AB)2 = (AC)2 + (BC)2 .... (AB)2 = (5 - 1)2 + (5 _ 2)2

(AB)2 = 42 + 32

(AB)2 = 16 + 9

(AB)2 = 25 Ir

AB es la dístancía entre Ay B.
AC es la dístancia entre Ay C.
BC es la dístancía entre B y C.

AB= 5
Se observa que:

2 2(Xl - x2) = (x2 - x.)

2 2
(Y, -Y2) = (Y2 -Y1)

Luego, la longitud de AB es 5.

En general, para calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera, P1(x1, y 1) Y P2(x2, Y2)
se utiliza la siguiente expresión:
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5.- División de un segmento en una razón dada. 
Para determinar las coordenadas de un punta P que divide a un segmento cuyos extremos son 1 1 1( , )P x y  y  

2 2 2( , )P x y en la razón  1

2

PPr
PP

= , se aplica el siguiente procedimiento.  

Por los puntos 1,P P  y  2P  se trazan perpendiculares a loa ejes coordenados; como las rectas paralelas 

1 1PQ , PQ y 2 2P Q  interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 1 2PP  y 1 2Q Q   se 

establece que 1 1

2 2

.PP Q Q
PP QQ

=  

 
Las coordenadas de los puntos trazados sobre el eje x son: 1 1( ,0),Q x  ( ,0)Q x  y 2 2( ,0)Q x  y  sobre el eje y 

son: 1 1(0, ),R y  (0, )R y  y 2 2(0, ).R y   

La distancia dirigida de cada segmento 1 1Q Q x x= −  y 2 2QQ x x= − , se sustituye en la ecuación de la 

razón, y resulta:  

 

1 1 1

2 2 2

PP Q Q x xr r
PP QQ x x

−
= = = =

−
.  Al despejar para x  tenemos: 

1 2( )x x r x x− = −  

1 2x x rx rx− = −  

1 2x rx x rx+ = +  

División	de	un	segmento	en	una	razón	dada	
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1 2(1 )x r x rx+ = +  

1 2

1
x rxx

r
+

∴ =
+

  Es 1r ≠ −  

 
Las rectas paralelas 1 1PR , PR y 2 2P R  interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 

1 2PP  y 1 2R R ; por lo anterior  r = 1 1

2 2

.PP R R
PP RR

=  

La distancia dirigida de cada segmento 1 1R R y y= −  y 2 2RR y y= − , se sustituye en la ecuación de la 

razón, y resulta:  

1 1 1

2 2 2

PP R R y yr r
PP RR y y

−
= = = =

−
. 

Al despejar para y, tenemos: 

1 2( )y y r y y− = −  

1 2y y ry ry− = −  

1 2y ry y ry+ = +  

1 2(1 )y r y ry+ = +  

1 2

1
y ryy

r
+

∴ =
+

  Es 1r ≠ −  

 

 

Teorema 

Las coordenadas de un punto P que divide a un segmento cuyos 

 extremos son 1 1 1( , )P x y  y 2 2 2( , )P x y  en la razón dada 1

2

PPr
PP

=  son: 

1 2

1
x rxx

r
+

=
+

      1 2

1
y ryy

r
+

=
+

    Siendo 1r ≠ − . 

 

 

 

 

Si ( , )P x y  es el punto medio del segmento 1 2PP , la razón es igual a la unidad, es decir: 
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Si 1

2

PPr
PP

=  y como 1 2PP PP= ,  resulta:  1 1 2

2 1 2

1PP PP PPr
PP PP PP

= = = =  

Al  sustituir 1r =  en las siguientes ecuaciones, tenemos: 
1 2

1
x rxx

r
+

=
+

                    1 2

1
y ryy

r
+

=
+

 

1 2(1)
1 1

x xx +
=

+
                 1 2(1)

1 1
y yy +

=
+

 

1 2

2
x xx +

=                      1 2

2
y yy +

=  

 
Corolario 

Las coordenadas de un punto P que es el punto medio de 
un segmento cuyos extremos son 1 1 1( , )P x y  y 2 2 2( , )P x y , son: 

 
1 2

2
x xx +

=                      1 2

2
y yy +

=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Geometría

Pendiente y ecuación de una recta
Dada una recta en el planoydos puntos de ella, A(x" y,) y B(x2, Y2)' se define su pendiente

como el grado de inclinación respecto al eje X, y se calcula como:

Y, - Y2m- = ----'--~
AB x-x

1 2

Así, se tienen a continuación los siguientes casos:

-4-2 -6m-= =-=2PS -1- 2 -3

2-3 -1 1m-= =-=--
QP 2 - -1 3 3

y
• 4.____

Q(-l,3) ----"
L3 ~R-'--( --'-l,--::-2ce)----i1f--____.:::~:""L.-',..

1

x-4 - -2-
2-2 Om-= =-= O

RP 2 - -1 3

mSQ: no está definida.

A mayor valor absoluto de la pendiente, mayor es su inclinación respecto al eje X. Su signo
muestra si es creciente o decreciente, es decir, si sube o baja en sentido de izquierda a
derecha. Si la pendiente es O la recta es horizontal, mientras que una recta vertical tiene
pendiente indefinida.

Para las rectas del gráfico anterior, se tiene:

L,: mPs = 2
1

L2: mQp = - 3

L3: mR'P =O

L4:mSQ: no está definida.

la recta es creciente, ya que m, > O.

la recta es decreciente, ya que m2 < O.

la recta es horizontal, ya que m3 = O.

la recta es vertical.

En general, si se conocen dos puntos de una recta no vertical, A(x1, Y,) y B(x2, y2), para
cualquier punto (x, y) que pertenezca a ella se cumple:

y - y
Donde la expresión y - Y, = 2 _ ' (x - x, ) permite determinar la ecuación de la recta

x2 x,

que pasa por los puntos A y B,Y la ecuación y - Y, = m(x - x.) se llama ecuación
punto - pendiente.
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El siguiente concepto es fundamental para el estudio de las rectas.

Los puntos típicos P1 y P2 sobre la recta l se muestran en la figura 1. El
numerador y2 ! y1 en la fórmula para m es el cambio vertical en dirección de
P1 a P2 y puede ser positivo, negativo o cero. El denominador x2 ! x1 es el
cambio horizontal de P1 a P2, y puede ser positivo o negativo, pero nunca cero,
porque l no es paralela al eje y si existe una pendiente. En la figura 1(a) la pen-
diente es positiva y vemos que la recta sube. En la figura 1(b) la pendiente es
negativa y la recta cae.

En el proceso de hallar la pendiente de una recta, no importa cuál punto
marquemos como P1 y cuál como P2, porque

Si los puntos se marcan de modo que x1 " x2, como en la figura 1, entonces x2
! x1 # 0, y por lo tanto la pendiente es positiva, negativa o cero, dependiendo
de si y2 # y1, y2 " y1 o y2 $ y1, respectivamente.

La definición de pendiente es independiente de los dos puntos que se
escojan en l. Si se usan otros puntos y , entonces, como en
la figura 2, el triángulo con vértices , , y es semejante al trián-
gulo con vértices P1, P2 y P3(x2, y1). Como las razones entre lados correspon-
dientes de triángulos semejantes son iguales,

FIGURA 2

P%3!x%2, y%1"P%2P%1

P%2!x%2, y%2"P%1!x%1, y%1"

y

x

P1(x1, y1)

P%(x%, y%)1 1 1

P2(x2, y2)
P%(x%, y%)2 2 2

P%(x%, y%)3 2 1

P3(x2, y1)

y2 ! y1

x2 ! x1
$

y%2 ! y%1
x%2 ! x%1

.

y2 ! y1

x2 ! x1
$

y2 ! y1

x2 ! x1
&

!!1"
!!1"

$
y1 ! y2

x1 ! x2
.

Definición de la pendiente Sea l una recta que no es paralela al eje y, y sean P1(x1, y1) y P2(x2, y2) 
de una recta puntos distintos en l. La pendiente m de l es

Si l es paralela al eje y, entonces la pendiente de l no está definida.

m $
y2 ! y1

x2 ! x1
.

y

x

P2(x2, y2)

x2 ! x1
P3(x2, y1)

P1(x1, y1)

y2 ! y1

l

y

x

P2(x2, y2)

P1(x1, y1)

l

La letra griega ! se usa en matemáti-
cas para denotar “cambio en”. Así,
podemos pensar en la pendiente m
como

m $
!y
!x

$
cambio en y
cambio en x

.

FIGURA 1
(a) Pendiente positiva (la recta sube)

(b) Pendiente negativa (la recta cae)
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Geometría

Figura 1 Rectas perpendiculares

5(-3,1)

En la figu ra 1, se muestran dos rectas perpendiculares, L, y L2, Sus pendientes son:

5- -1 6
L,: m, = 0-3 = -3 = -2 4 -1 3 1

Li m2 = 3 - - 3 = 6 = 2"R(3,4)

Luego, m1 ' m2 = -1, ya que:1
1m -rn =-2--=-1

'22

Si L1: y =m1x + n1 y L2: y = m2x + n2, con m1, m2 E IR, se cumple:

-4 -3 -2 -1 O
-1

-2

1 2 3 4 X
Q(3)-1)\

Lo anterior puede aplicarse a las distintas ecuaciones de la recta, como se muestra a
contin uac ión:

ECUACiÓN PRINCIPAL ECUACiÓN GENERAL ECUACiÓN CANÓNICA

Sean las rectas de ecuaciones: Las rectas de ecuaciones: Las rectas de ecuaciones:

L,:y = 5x + 1 L,: 2x + 3y + 1 =O L2: 15x - 1Oy - 7 =O
x yL:-+-=1, 3 5

x y
L: +-=1
2 -15 9

son perpendiculares entre sí,ya que: son perpendiculares entre sí, pues: son perpendiculares entre sí, pues:

1m -m = 5 --- = -1
, 2 5

2 15 30m -m = -- -- = -- = -1
, 2 3 10 30

5 9 45m -m = -- -- = = -1
, 2 3 -15 -45

En general, Engeneral,En general,

dos rectas, de ecuaciones: dos rectas, de ecuaciones: dos rectas, de ecuaciones:

L,: y = mx + n1

son perpendiculares, si se
cumple:

son perpendiculares, si se
cumple:

son perpendiculares, si se
cumple:

m1 ' m1 =-1
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Geometría

Figura 1 Paralelismo y perpendicularidad
y

4
3

Rectas paralelas y ecuación principal
En la figura 1, se muestran dos rectas paralelas, L, y L2, Se observa que ambas tienen la
misma inclinación, lo que implica que sus pendientes son iguales, En efecto,L2

~~+-+-~~-r~~~~-4 -2
R(-2,-1)

-1 O
-1

Luego, m, = m2,

-1-3 -4 1L'm = =-=_
t 1 4 __ 4 8 2

-3
-4 S(4,-4~

~: si y solo si.

Dos rectas verticales son paralelas entre sl,
pese a que no tienen pend iente defín ida.

En el caso anterior, las rectas L, y L2 tienen las siguientes ecuaciones:

L . y = _lx + 1 ....r 2
1m = _-

1 2

1.... m = _-
2 2

Rectas paralelas y ecuación general

Figura 2
En la figura 2, se muestran las rectas para lelas L3y L41cuyas ecuaciones y pendientes son:

y
4
3
2

1 2 3 4 X

-3+--
-4

A3 2L . m = _- = _-
3' 3 8 3

3

A4 6 2L . m = _- = _- = _-
4' 4 8 9 3

4

La fracción correspondiente a la pendiente de L4 es el resultado de amplificar por 3 la
pendiente de L3, Esdecir, A4 = 3A3 Y B4 = 3B3,
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Figura 1 Paralelismo y perpendicularidad
y

4
3
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Ejercicios	

UNIDAD 3 Geometría analítica en el plano

Ejemplo

Determina la ecuación de la recta que: Unarectavertical y una horizontal son
perpendicularesentre sí,aunque la recta
vertical no tiene pendiente definida.1. es paralela a L,: y = 3x + S,Y pasa por el pu nto P(l, 2).

Dado que la recta L, está escrita en su forma principal, se tiene que m = 3 Y n = 5; luego,
L, es de la fo rma y = 3x + n.

Para determinar n, se remplazan las coordenadas de P, en la ecuación.

y = 3x + n .....2 = 3 . 1 + n .....2 = 3 + n .....- 1 = n

Luego, n = -1, por lo tanto, la recta buscada tiene ecuación y = 3x - 1.

2. es perpendicular a L2: Sx - 2y + 1 = O,Y pasa por el punto Q(2, 3).

Se busca una recta L3: A3x + B3x + e = O,que pasa por Q y es perpendicular a L2, por
lo tanto:

L2: 2x + Sy + e = O.Paradeterminar e, se remplazan las coordenadas de Q

2x + 5y + e = o .....2, 2 + 5 ' 3 + e = o .....4 + 15 + e = o .....19 + e = o .....e = -1 9

Luego, la recta buscada tiene ecuación 2x + Sy - 19 = O.

Determina, en cada caso, si los siguientes pares de rectas son
paralelas. Si no lo son, determina si son perpendiculares.

Determina en cada caso el valor de k, para que se cumpla la
condición dada.

1• L,: y = 3x + 7 L2: y = 7x + 3 9. L,: 2y + (4k + 2)x - 5 = OY L2: 3y + (3 - 15k)x - 5 = Oson
paralelas,

2. L,: y = -6x - 2 L2: y = -6x
10. L,:kx+(k-l)y-18=OyL2:3x-2y-ll =Oson

3. L,:y= 2x-l L2: y = -O,5x + 8 perpendiculares,

4. L,: 6x - 9y + 1 = O L2: 2x - 3y + 5 = O 11. L,: k2x + (k + 2)y - 18 = OY L2: 2x - 2y - 2 = Oson
perpendiculares.

5. L1: x -y = O L2: x + y - 17 = O

L,: 7x - 3y + 2 = O L2 : 6x + 14y - 12 = O
12. L,: 7x + Sy -18 = o y L2: kx - 8y - 2 = Ono son paralelas6. ni perpendiculares.

7. x y x yL:-+-=l L : -+ = 1, 9 4 2 8 -18

8. L,x+y=l x y
L2: -15 + 5 = 1t 1 3
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11Ecuaciones de la recta
Determina la ecuación de la recta con la información dada
en cada caso, indicando su pendiente, si es creciente o no,
su punto de corte con los ejes X e Y, y exprésala en forma
principal, general y canónica.

1. Pasapor los puntos A(l, O)Y B(O,1).

2. Pasapor los puntos (-2, 3) YD(-2, -2).

Pasapor los puntos G(~, 1) Y H( - ~, 3 ).
4. Pasapor los puntos K(9, 4) Y L(-S, 4).

3.

Pasapor el punto 0(-3, -6) Y su pendiente es ~.

6. Pasapor el punto Q(O,4) y su pendiente es O.

5.

7. Pasapor el punto R(3, 5) Y su pendiente es indefinida.

Determina el valor de p en A( -~, !)y B( p, ~), para que la
recta que pasa por ellos cumpla las siguientes condiciones.

8. Pasapor el origen.

9. Tiene pendiente 2.

10. Esparalela al eje Y.

tJ Posiciones relativas entre rectas

Determina, en cada caso, lo pedido.

11. Laecuación de la recta que es paralela a
L,: y = 2x + 3 Yque pasa por P(3, 4).

12. Laecuación de la recta que es perpendicular a
L,: 2x + 4y = 5 Yque pasa por Q(-l, 2).

13. Elvalor de k para que L,: 2x +y = -4yL2: 3x + ky =-2
sean paralelas.

14. Elvalor de k para que L,: 3x +2y = 1Y L2: kx+2y =-2
sean perpendiculares.

a Sistemas de ecuaciones

Determina la naturaleza de cada sistema de ecuaciones.

15. 17.
3x - y = 5
x + 3y = 3

4x - 2y = 6
2x-y = 3

16.
5x -y = 4

-10x+ 2y = 7 18.
3x - 2y =-1
8y -12x = 4

Determina la naturaleza de cada sistema, según los valores
de a y b.

19. 20.
ax - 3y = b
2x -y = 3

ax+by=3
3x+ 4y = 2

a Distancia entre puntos

Determina lo pedido en cada caso.

21. Ladistancia del punto P(3, 5) al origen.

22. El perímetro del cuad rilátero de vértices A(l, 4), B(2, 1),
(-5, -1)Y D(-6, 2).

23. Demuestra que los puntos A(a, b) y B(2 - b, a) se
encuentran a la misma distancia del punto (1, 1).

IJ Homotecia
Realiza las siguientes actividades.

24. A un triángulo de vértices A(l, 1), B(-l, 2) Y(2, -1) se
le aplica una homotecia de razón A = 2; con centro en
el origen. Determina las coordenadas de sus vértices
y grafícala.

25. Determina lascoordenadas de los vértices del triángu lo
del ejercicio 24, al realizar una homotecia de razón

A = - !,con centro en el origen. Grafícala.
26. A una figura se le aplica una transformación, de modo

que a su vértice A(12, 24) le corresponde ahora el
vértice A'(lS, 27). ¿Esuna homotecia? Justifica.
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Profr. Efraín Soto Apolinar.

Distancia entre un punto y una recta

Frecuentemente en geometría nos encontramos con el problema de calcular la distancia desde un
punto a una recta.

Definición

1

Distancia de un punto a una recta
La fórmula para calcular la mínima distancia medida desde el punto P(x1, y1) hasta la recta

` : A x + B y + C = 0, es:

D

P` =
|A x1 + B y1 + C|p

A

2 + B

2

Obviamente, suponemos que el punto en cuestión no está sobre la recta, porque en ese caso, la
distancia buscada es cero.

Observa que si el punto P(x1, y1) está sobre la recta, entonces satisface su ecuación y como su
ecuación, tanto en forma general como en forma normal, están igualadas a cero, al sustituir las
coordenadas del punto en la ecuación de la recta en forma normal (que corresponde a fórmula
para calcular la distancia de un punto a una recta) obtenemos cero:

Ap
A

2 + B

2
x +

Bp
A

2 + B

2
y +

Cp
A

2 + B

2
= 0

Ejemplo 1Calcula la distancia desde la recta 5 x � 12 y � 10 = 0 hasta el punto P(4, 3).

• Sustituimos los datos conocidos en la fórmula:

D =
|A x1 + B y1 + C|p

A

2 + B

2

=
|5 (4)� 12 (3)� 10|p

52 + 122
=

|20 � 36 � 10|p
25 + 144

=
|26|p
169

=
26
13

= 2

• Entonces, desde la recta 5 x � 12 y � 10 = 0 hasta el punto P(4, 3) hay 2 unidades de distan-
cia.

Ejemplo 2

¿A qué distancia pasa la recta 3 x + 4 y + 15 = 0 del origen?

• Este problema es equivalente a la siguiente solicitud:

Comentario

Calcula la distancia desde la recta 3 x + 4 y + 15 = 0 hasta el punto P(0, 0).

• Ahora que conocemos los datos, basta sustituir en la fórmula de distancia de un punto a
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una recta y realizar las operaciones que quedan indicadas:

D =
|A x1 + B y1 + C|p

A

2 + B

2

=
|3 (0)� 4 (0) + 15|p

32 + 42
=

|0 � 0 + 15|p
25

=
|15|

5
= 3

• Entonces, la recta pasa a 3 unidades del origen.

• Para graficar la recta podemos transformarla a la forma simétrica:

3 x + 4 y + 15 = 0
3 x + 4 y = �15

3 x

�15
+

4 y

�15
=

�15
�15

x

�5
+

y

�15/4
= 1

• Ahora podemos graficar la recta y mostrar que la distancia al origen es de 3 unidades:

x

�6 �5 �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4

y

�5

�4

�2

�1

1

3
x+ 4

y+ 15 =
0

D

=
3

La fórmula para encontrar la distancia de un punto a una recta tiene muchas aplicaciones, sobre
todo en problemas de lugar geométrico.

En la siguiente unidad vamos a encontrar el lugar geométrico del punto P(x, y) que se mueve
de tal manera que su distancia a una recta es igual a la distancia a otro punto F(h, k) que no se
encuentra sobre la recta.

Los problemas que podemos resolver con esta fórmula son muy diversos.

Ejemplo 3

Las rectas `1 : 3 x + 4 y � 20 = 0, y `2 : 3 x + 4 y + 20 = 0 son paralelas. Encuentra la distancia
que hay entre ellas.

• Nosotros no tenemos una fórmula para calcular la distancia entre dos rectas, pero podemos
transformar este problema en uno que sí podamos resolver.
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Ejercicio	.	Hallar	la	distancia	del	punto	A(3,	-2)	a	la	recta	cuya	ecuación	
es	2x	+3y	-6=0.	

Hallar	la	distancia	del	punto	M	(-2,	-4)	a	la	recta	cuya	ecuación	es
2x	+6y	+12=0.	
d	=2.53	




