
Limites	de	una	función



Idea	intuitiva

x (x2-1)/(x-1)

0.5 1.50000

0.9 1.90000

0.99 1.99000

0.999 1.99900

0.9999 1.99990

0.99999 1.99999

... ...

Aproximarse
A veces algo no se puede calcular directamente, pero puedes saber cuál debe de ser 
el resultado si se acerca más y más.
Usemos por ejemplo esta función:

(x2-1)/(x-1)

Y calculemos su valor para x=1:
(12-1)/(1-1) = (1-1)/(1-1) = 0/0

¡Pero 0/0 es un problema! En realidad no podemos saber el valor de 0/0, así que tenemos que 
encontrar otra manera de hacerlo.
En lugar de calcular con x=1 vamos a acercarnos poco a poco:

x (x2-1)/(x-1)
1.5 2.50000
1.1 2.10000

1.01 2.01000

1.001 2.00100
1.0001 2.00010

1.00001 2.00001
... ...

Acercamiento
Por	La	
izquierda

Acercamiento
Por		La	
derecha



Vemos que cuando x se acerca a 1, (x2-1)/(x-1) se acerca a 2

•Cuando x=1 no sabemos la respuesta (es indeterminada)
•Pero vemos que va a ser 2

El límite de (x2-1)/(x-1) cuando x tiende (o se aproxima) a 1 es 2



Notación: Gráfica



Existencia	de		Límites

En esta función el límite no existe en "a" .
No puedes decir cuál es, porque hay dos 
respuestas contradictorias:
•3.8 por la izquierda, y
•1.3 por la derecha

Pero sí puedes usar los signos "-" o "+" 
(como en la figura).
para definir los límites laterales:
•el límite por la izquierda (-) es 3.8
•el límite por la derecha (+) es 1.3
Y el límite ordinario "no existe"



3. Límite de una potencia 
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TECNICAS PARA CALCULAR LÍMITES 
 
 
Cuando se esta calculando el límite de una función racional cuyo 

denominador es cero, se trata de eliminar esta determinación utilizando 3 

métodos que son: 

 

1. Factorización 

2. |Racionalización 

3. La derivación (regla H’ opital) 

 

 
EJEMPLOS: CALCULAR EL LIMITE ( SI EXISTE) 
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Factorización.
Racionalización.
Regla	de	Hopital
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Propiedades	de	Limites



Propiedades de límites 
 
 Propiedad 1: 
Si  k es una constante y a un número cualquiera, entonces 

 
 

 Propiedad 2: 
Para cualquier número dado a, 

 
 
 Propiedad 3: 
Si m y b son dos constantes cualesquiera, entonces 

 
 
 Propiedad 4: 

 
 
 Propiedad 5: 

 
 
 Propiedad 6: 
Si  f es un polinomio y a es un número real, entonces 

 
 
 Propiedad 7: 
Si q es una función racional y a pertenece al dominio de q, entonces 

 
 
 Propiedad 8: 
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Si  f es un polinomio y a es un número real, entonces 

 
 
 Propiedad 7: 
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 Procedimiento para calcular límites 

     Si es posible aplicar directamente las propiedades anteriores, el límite se 
calcula directamente. Con respecto a las propiedades, como la propiedad 6 
se aplica a cualquier polinomio y las propiedades 1, 2, 3, y 4  implican 
funciones polinómicas es indistinto que nos refiramos a cada una de las 
propiedades 1 a 4 en particular que a la propiedad 6 cuando calculamos el 
límite de una función polinómica. Lo mismo, la propiedad 7 se aplica a una 
función racional y la propiedad 4 (III) también. 
     Cuando al sustituir la a por x en la función nos da la forma 
indetermidada 0/0 es posible calcular el límite pero, previamente, hay que 
transformar la fórmula de la función de tal modo que se pueda evitar la 
división por cero: para lograr esto disponemos de procedimientos 
algebraicos eficaces como la factorización, la conjugada, etc. 

 Ejercicios resueltos 
          Evalué los siguientes límites indicando la propiedad o propiedades que se 
aplican en cada paso: 

   

   

   

   

 
S o l u c i o n e s 

 1. Solución 

 
 
 2. Solución: 

 
 
 
 3. Solución: 



Ejercicios resueltos  

I. Determinar los siguientes límites, aplicando las propiedades 
 
 

1)  lim
𝑥→2

 𝑥3 +  2𝑥2 −  𝑥 − 4 =  lim
𝑥→2

𝑥3 + lim
𝑥→2

2𝑥2 − lim
𝑥→2

𝑥 − lim
𝑥→2

4 

                                                      =    (2)3     +   2 (2)2    -   (2)   -  4             Sustituir la “x” por el 2  

                                                      =     8       +      8       -  2    -  4 

                                                      =   10 
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=  0
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=    −5 2 + 2 3         𝑆𝑒 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑒 "x" por el número 5  

=  273 = 3    𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑟 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑦 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟  
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= 2 + 5 = 7            𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑟 𝑙𝑎 𝑥 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 2    

.     
 
 

La sustitución directa hace cero a (x-2), en 
este caso se debe factorizar  el numerador 

Aplicar límite a cada 
término del polinomio. 
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Limites	con	radicales	

 8. Solución: 
Si pretendiéramos aplicar el límite directamente a partir del TL7, nos daría 
la forma indeterminada 0/0; 
por lo que, se debe factoriazar y luego simplificar la expresión antes de 
poder hacer uso del TL6: 

 
 
 9. Solución: 
No se puede aplicar el límite directamente, daría la forma indeterminada 
0/0; no obstante, luego de multiplicar tanto el numerador como el 
denominador por la conjugada de la expresión en el numerador y luego 
reduciendo y simplificando, se puede aplicar el TL para hallar el límite: 

 
 
 10. Solución:  
Luego de la transformación de la expresión se aplican los TL7  y  TL8: 

 
 
 11. Solución: 
El límite no se puede aplicar directamente, resultaría la forma 
indeterminada 0/0; no obstante, una vez factorizando y simplificando, la 
expresión queda expedita para hallar el límite mediante los TL7  y  TL6: 

 8. Solución: 
Si pretendiéramos aplicar el límite directamente a partir del TL7, nos daría 
la forma indeterminada 0/0; 
por lo que, se debe factoriazar y luego simplificar la expresión antes de 
poder hacer uso del TL6: 

 
 
 9. Solución: 
No se puede aplicar el límite directamente, daría la forma indeterminada 
0/0; no obstante, luego de multiplicar tanto el numerador como el 
denominador por la conjugada de la expresión en el numerador y luego 
reduciendo y simplificando, se puede aplicar el TL para hallar el límite: 

 
 
 10. Solución:  
Luego de la transformación de la expresión se aplican los TL7  y  TL8: 

 
 
 11. Solución: 
El límite no se puede aplicar directamente, resultaría la forma 
indeterminada 0/0; no obstante, una vez factorizando y simplificando, la 
expresión queda expedita para hallar el límite mediante los TL7  y  TL6: 
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Bloque 4. Cálculo 
Tema 2  límites 

 

Ejercicios resueltos 
 
 
4.2-1  Resolver los siguientes límites: 
 

� �
o� o o

o o o

� � � �
� � �

� �� � �
� �

                              ;   

              

) lim ; ) lim ; ) lim

) lim ; ) lim ; ) lim

x x x

x x h

x x xa b c
x x x

x h xx x xd e f
x x x h

3

2 21 5 3

3 32

20 2 0

1 5 1 2
1 25 3

2 2 2
4 4

 

 
 
Solución 
 

a) lim
x

x
xo�

�
�

3

21

1
1

 indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

descomponemos en factores numerador y denominador, 
simplificamos y por último sustituimos x  por -1: 

 
� �� �
� �� �

lim lim lim
x x x

x x xx x x
x x x xo� o� o�

� � �� � �
   �

� � � �

23 2

21 1 1

1 11 1 3
1 1 1 1 2

 

 

b) lim
x

x
xo

�
�25

5
25

 indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

descomponemos en factores numerador y denominador, 
simplificamos y por último sustituimos x  por 5: 

 

� �� �
lim lim lim
x x x

x x
x x x xo o o

� �
   

� � � �25 5 5

5 5 1 1
25 5 5 5 10

 

 

c) lim
x

x
xo

� �
�3

1 2
3

 indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

racionalizamos, simplificamos y por último sustituimos x  por 3: 
 

� �� �
� �� � � �� �

� �� � � �

o o o

o o

� � � �� � � �
   

� � � � � � �

�
   

� � � � �

lim lim lim

lim lim

x x x

x x

x xx x
x x x x x

x
x x x

3 3 3

3 3

1 2 1 21 2 1 4
3 3 1 2 3 1 2

3 1 1
43 1 2 1 2
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4.2-8  Resolver:   lim
x

x
xo

� �
�27

2 3
49

 
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, descomponemos en 

factores, simplificamos y finalmente sustituimos x  por 7: 
 

� �� �
� �� �

� �
� �� �

� �� �� � � �� �� �

� �� �

o o o

o o

o

� � � � � �� �
   

� � � � � � �

� �
  �  

� � � � � � � �

 �  �  �
�� � �

lim lim lim

lim lim

lim

x x x

x x

x

x x xx
x x x x x

x x
x x x x x x

x x

2 2 27 7 7

7 7

7

2 3 2 3 4 32 3
49 49 2 3 49 2 3

7 7
7 7 2 3 7 7 2 3

1 1 1
14 4 567 2 3

 
 
 
 

 

4.2-9  Resolver:   lim
x

x x
xo

� � �
0

1 1  
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, simplificamos y 

sustituimos x  por cero: 
 

� �� �
� �
� �

� � � �

� �

o o

o o

o

� � � � � �� � �
  

� � �

� � �
   

� � � � � �

  
� � �

lim lim

lim lim

lim

x x

x x

x

x x x xx x
x x x x

x x x
x x x x x x

x x

0 0

0 0

0

1 1 1 11 1
1 1

1 1 2
1 1 1 1

2
1

1 1
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4.2-8  Resolver:   lim
x

x
xo

� �
�27

2 3
49

 
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, descomponemos en 

factores, simplificamos y finalmente sustituimos x  por 7: 
 

� �� �
� �� �

� �
� �� �

� �� �� � � �� �� �

� �� �

o o o

o o

o

� � � � � �� �
   

� � � � � � �

� �
  �  

� � � � � � � �

 �  �  �
�� � �

lim lim lim

lim lim

lim

x x x

x x

x

x x xx
x x x x x

x x
x x x x x x

x x

2 2 27 7 7

7 7

7

2 3 2 3 4 32 3
49 49 2 3 49 2 3

7 7
7 7 2 3 7 7 2 3

1 1 1
14 4 567 2 3

 
 
 
 

 

4.2-9  Resolver:   lim
x

x x
xo

� � �
0

1 1  
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, simplificamos y 

sustituimos x  por cero: 
 

� �� �
� �
� �

� � � �

� �

o o

o o

o

� � � � � �� � �
  

� � �

� � �
   

� � � � � �

  
� � �

lim lim

lim lim

lim

x x

x x

x

x x x xx x
x x x x

x x x
x x x x x x

x x

0 0

0 0

0

1 1 1 11 1
1 1

1 1 2
1 1 1 1

2
1

1 1
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4.2-8  Resolver:   lim
x

x
xo

� �
�27

2 3
49

 
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, descomponemos en 

factores, simplificamos y finalmente sustituimos x  por 7: 
 

� �� �
� �� �

� �
� �� �

� �� �� � � �� �� �

� �� �

o o o

o o

o

� � � � � �� �
   

� � � � � � �

� �
  �  

� � � � � � � �

 �  �  �
�� � �

lim lim lim

lim lim

lim

x x x

x x

x

x x xx
x x x x x

x x
x x x x x x

x x

2 2 27 7 7

7 7

7

2 3 2 3 4 32 3
49 49 2 3 49 2 3

7 7
7 7 2 3 7 7 2 3

1 1 1
14 4 567 2 3

 
 
 
 

 

4.2-9  Resolver:   lim
x

x x
xo

� � �
0

1 1  
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, simplificamos y 

sustituimos x  por cero: 
 

� �� �
� �
� �

� � � �

� �

o o

o o

o

� � � � � �� � �
  

� � �

� � �
   

� � � � � �

  
� � �

lim lim

lim lim

lim

x x

x x

x

x x x xx x
x x x x

x x x
x x x x x x

x x

0 0

0 0

0

1 1 1 11 1
1 1

1 1 2
1 1 1 1

2
1

1 1
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d) lim
x

x
xo

� �
0

2 2  indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

racionalizamos, simplificamos y por último sustituimos x  por 0: 
 

� �� �
� �

� �

o o

o o

� � � �� �
  

� �

� �
    

� �� �

lim lim

lim lim

x x

x x

x xx
x x x

x
xx x

0 0

0 0

2 2 2 22 2
2 2

2 2 1 1 2
42 2 2 22 2

 

 

e) lim
x

x x
x xo

�
� �

2

22

2
4 4

 indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

descomponemos en factores numerador y denominador, 
simplificamos y por último sustituimos x  por 2: 
 

� �
� � � �

lim lim lim
x x x

x xx x x
x x xxo o o

��
   rf

� � ��

2

222 2 2

22
4 4 22

 

 

f) � �lim
h

x h x
ho

� �3 3

0
 indeterminación de la forma ­ ½

® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

realizamos las operaciones que se nos indica en el numerador, 
simplificamos y por último sustituimos h  por 0: 

 
� �

� �
o o

o o

� � � � � �
  

� �
  � �  

lim lim

lim lim

h h

h h

x h x x x h xh h x
h h

x h xh h x xh h x
h

3 3 3 2 2 3 3

0 0

2 2 3
2 2 2

0 0

3 3

3 3
3 3 3

 

 
 

4.2-2  Resolver:   lim
x

x
x xof

�
� 3

2 3  

 
 

Solución 

Indeterminación de la forma ^ `ff . Para evitarla, dividimos numerador y 

denominador por x : 
 

lim lim lim
x x x

x
x x x
x x x x x

x x
of of of

� ��
   

� � �
3 3 3

2 3 322 3
2

1
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d) lim
x

x
xo

� �
0

2 2  indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

racionalizamos, simplificamos y por último sustituimos x  por 0: 
 

� �� �
� �

� �

o o

o o

� � � �� �
  

� �

� �
    

� �� �

lim lim

lim lim

x x

x x

x xx
x x x

x
xx x

0 0

0 0

2 2 2 22 2
2 2

2 2 1 1 2
42 2 2 22 2

 

 

e) lim
x

x x
x xo

�
� �

2

22

2
4 4

 indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

descomponemos en factores numerador y denominador, 
simplificamos y por último sustituimos x  por 2: 
 

� �
� � � �

lim lim lim
x x x

x xx x x
x x xxo o o

��
   rf

� � ��

2

222 2 2

22
4 4 22

 

 

f) � �lim
h

x h x
ho

� �3 3

0
 indeterminación de la forma ­ ½

® ¾
¯ ¿
0
0

. Para evitarla, 

realizamos las operaciones que se nos indica en el numerador, 
simplificamos y por último sustituimos h  por 0: 

 
� �

� �
o o

o o

� � � � � �
  

� �
  � �  

lim lim

lim lim

h h

h h

x h x x x h xh h x
h h

x h xh h x xh h x
h

3 3 3 2 2 3 3

0 0

2 2 3
2 2 2

0 0

3 3

3 3
3 3 3

 

 
 

4.2-2  Resolver:   lim
x

x
x xof

�
� 3

2 3  

 
 

Solución 

Indeterminación de la forma ^ `ff . Para evitarla, dividimos numerador y 

denominador por x : 
 

lim lim lim
x x x

x
x x x
x x x x x

x x
of of of

� ��
   

� � �
3 3 3

2 3 322 3
2

1
 

 

 

5.  
( )( )

( )22

2222

22

44

at
atat

Lím
at
at

Lim
atat −

−+
=

−
−

→→
 

 

                        ( )22 atLim
at

+=
→

 

 

                        
22 aa +=  

 

                         
22a=  

 
 
 

6.   
( )

( ) ( )
( )( )11

12
1
2

1
2

2

1 −−
−+

=
−

−+
→→ xx

xx
Lím

x
xx

Lim
xx

 

 

                                     
1
2

1 −
+

=
→ x

x
Lim
x

  (No existe) 

 
 
 

7.  
( )
( ) ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
++
++

−
−+

=
−
−+

→→ 22
22

2
22

2
22

22 x
x

x
x

Lím
x
x

Lim
xx

 

 

                                     
( ) ( )222

42
2 ++−

−+
=

→ xx
x

Lim
x

 

 

                                     ( )
( ) ( )222

2
2 ++−

−
=

→ xx
x

Lim
x

 

 

                                     
22

1
2 ++

=
→ x
Lim
x

 

 
                                     

22
1
+

= 4
1

=  

 
 
 

 

5.  
( )( )

( )22

2222

22

44

at
atat

Lím
at
at

Lim
atat −

−+
=

−
−

→→
 

 

                        ( )22 atLim
at

+=
→

 

 

                        
22 aa +=  

 

                         
22a=  

 
 
 

6.   
( )

( ) ( )
( )( )11

12
1
2

1
2

2

1 −−
−+

=
−

−+
→→ xx

xx
Lím

x
xx

Lim
xx

 

 

                                     
1
2

1 −
+

=
→ x

x
Lim
x

  (No existe) 

 
 
 

7.  
( )
( ) ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
++
++

−
−+

=
−
−+

→→ 22
22

2
22

2
22

22 x
x

x
x

Lím
x
x

Lim
xx

 

 

                                     
( ) ( )222

42
2 ++−

−+
=

→ xx
x

Lim
x

 

 

                                     ( )
( ) ( )222

2
2 ++−

−
=

→ xx
x

Lim
x

 

 

                                     
22

1
2 ++

=
→ x
Lim
x

 

 
                                     

22
1
+

= 4
1

=  

 
 
 

 

8. 
( )

( ) ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
++
++

+
−+

=
+
−+

−→→ 23
23

1
23

1
23

11 x
x

x
x

Lím
x

x
Lim

xx
 

 

                                    
( ) ( )231

23
1 +++

−+
=

−→ xx
x

Lim
x

 

 

                                    
( )

( ) ( )( )231
1

1 +++
+

=
−→ xx

x
Lim
x

 

 

                                    
22

1
+

=  

 

                                    
4
2

2
2

22
1

=×=  

 

9.   
( )( )

( )4
44

4
16

4

2

4 −
−+

=
−
−

→→ x
xx

Lím
x
x

Lim
xx

 

 
      ( )4

4
+=

→
xLim

x
 

      44 +=  

      8=  
 

10.  
( )
( ) »¼

º
«¬

ª
+
+−

=»¼
º

«¬
ª −

+ →→ 22
221

2
1

2
11

00 x
x

x
Lím

xx
Lim

xx
 

 

       
( )»¼

º
«¬

ª
+
−

=
→ 22

1
0 x

Lim
x

 

 

  
4
1

−=  

 

11. »
¼

º
«
¬

ª

+−
−−

→ 492
1683

2

2

4 mm
mm

Lim
m

 

 

8. 
( )

( ) ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
++
++

+
−+

=
+
−+

−→→ 23
23

1
23

1
23

11 x
x

x
x

Lím
x

x
Lim

xx
 

 

                                    
( ) ( )231

23
1 +++

−+
=

−→ xx
x

Lim
x

 

 

                                    
( )

( ) ( )( )231
1

1 +++
+

=
−→ xx

x
Lim
x
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1
+

=  

 

                                    
4
2

2
2

22
1

=×=  

 

9.   
( )( )

( )4
44

4
16

4

2

4 −
−+

=
−
−

→→ x
xx

Lím
x
x

Lim
xx

 

 
      ( )4

4
+=

→
xLim

x
 

      44 +=  

      8=  
 

10.  
( )
( ) »¼

º
«¬

ª
+
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=»¼
º

«¬
ª −

+ →→ 22
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2
1

2
11

00 x
x

x
Lím

xx
Lim

xx
 

 

       
( )»¼

º
«¬

ª
+
−

=
→ 22

1
0 x

Lim
x

 

 

  
4
1

−=  

 

11. »
¼

º
«
¬

ª

+−
−−

→ 492
1683

2

2

4 mm
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Lim
m
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4.2-8  Resolver:   lim
x

x
xo

� �
�27

2 3
49

 
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, descomponemos en 

factores, simplificamos y finalmente sustituimos x  por 7: 
 

� �� �
� �� �

� �
� �� �

� �� �� � � �� �� �

� �� �

o o o

o o

o

� � � � � �� �
   

� � � � � � �

� �
  �  

� � � � � � � �

 �  �  �
�� � �

lim lim lim

lim lim

lim

x x x

x x

x

x x xx
x x x x x

x x
x x x x x x

x x

2 2 27 7 7

7 7

7

2 3 2 3 4 32 3
49 49 2 3 49 2 3

7 7
7 7 2 3 7 7 2 3

1 1 1
14 4 567 2 3

 
 
 
 

 

4.2-9  Resolver:   lim
x

x x
xo

� � �
0

1 1  
 
 
 

Solución 
 

Indeterminación de la forma ­ ½
® ¾
¯ ¿
0
0

. Racionalizamos, simplificamos y 

sustituimos x  por cero: 
 

� �� �
� �
� �

� � � �

� �

o o

o o

o

� � � � � �� � �
  

� � �

� � �
   

� � � � � �

  
� � �

lim lim

lim lim

lim

x x

x x

x

x x x xx x
x x x x

x x x
x x x x x x

x x

0 0

0 0

0

1 1 1 11 1
1 1

1 1 2
1 1 1 1

2
1

1 1

 

 
 
 



Algebra	de	Límites.	(continuación)
Limites	que	tienden	al	infinito.

Indeterminaciones.



Propiedades



Propiedades





Por ejemplo, la curva ilustrada en la figura 1 tiene la recta y ! 1 como una asíntota
horizontal porque

Como se asegura en la sección 7.4, un ejemplo de una curva con dos asíntotas
horizontales es y ! tan"1 x (véase la figura 4). De hecho,

de modo que ambas rectas y ! "p/2 y y ! p/2 son asíntotas horizontales. (Esto
se deduce del hecho de que las líneas x ! #p/2 son asíntotas verticales de la grá-
fica de tan.)

Ejemplo 1 Límites en el infinito

Encuentre .

Solución Observe que cuando x es grande, 1/x es pequeña. Por ejemplo,

De hecho, si se toma un valor de x bastante grande, se puede hacer que 1/x se apro-
xime a 0 tanto como se desee. Por lo tanto,

Con un razonamiento similar se ve que cuando x es grande y negativa, 1/x es pe-
queña y negativa, por lo tanto se tiene también

Se deduce que la recta y ! 0 (el eje x) es una asíntota horizontal de la curva y ! 1/x.
(Ésta es una hipérbola; véase la figura 5.) ■

Las leyes de límites analizadas en la sección 12.2 se cumplen también para lími-
tes en el infinito. En particular, si se combina la ley 6 (límite de una potencia) con
los resultados del ejemplo 1, se obtiene la siguiente importante regla para calcular
límites.

lím
xS"q

 
1
x

! 0

lím
xSq

 
1
x

! 0

1
100

! 0.01   
1

10 000
! 0.0001   

1
1 000 000

! 0.000001

lím
xSq

 
1
x

   y lím
xS"q

 
1
x

lím
xS"q

 tan"1
 x ! " 

p

2
  y  lím

xSq
 tan"1

 x !
p

2

lím
xSq

 
x2 " 1

x2 $ 1
! 1

SECCIÓN 12.4 Límites en el infinito; límites de secuencias 911

0

_π
2

π
2

x

y

Figura 4
y ! tan"1 x

Primero se investigan las asíntotas hori-
zontales y los límites en el infinito para
funciones racionales en la sección 3.6.
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, lím
xS"q

 
1
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xSq

 
1
x
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Si k es un entero positivo, entonces

lím
xSq

 
1
xk ! 0  y  lím

xS"q
 
1
xk ! 0

Por ejemplo, la curva ilustrada en la figura 1 tiene la recta y ! 1 como una asíntota
horizontal porque

Como se asegura en la sección 7.4, un ejemplo de una curva con dos asíntotas
horizontales es y ! tan"1 x (véase la figura 4). De hecho,

de modo que ambas rectas y ! "p/2 y y ! p/2 son asíntotas horizontales. (Esto
se deduce del hecho de que las líneas x ! #p/2 son asíntotas verticales de la grá-
fica de tan.)

Ejemplo 1 Límites en el infinito

Encuentre .

Solución Observe que cuando x es grande, 1/x es pequeña. Por ejemplo,

De hecho, si se toma un valor de x bastante grande, se puede hacer que 1/x se apro-
xime a 0 tanto como se desee. Por lo tanto,

Con un razonamiento similar se ve que cuando x es grande y negativa, 1/x es pe-
queña y negativa, por lo tanto se tiene también

Se deduce que la recta y ! 0 (el eje x) es una asíntota horizontal de la curva y ! 1/x.
(Ésta es una hipérbola; véase la figura 5.) ■

Las leyes de límites analizadas en la sección 12.2 se cumplen también para lími-
tes en el infinito. En particular, si se combina la ley 6 (límite de una potencia) con
los resultados del ejemplo 1, se obtiene la siguiente importante regla para calcular
límites.

lím
xS"q

 
1
x

! 0

lím
xSq

 
1
x

! 0

1
100

! 0.01   
1

10 000
! 0.0001   

1
1 000 000

! 0.000001

lím
xSq
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   y lím
xS"q

 
1
x

lím
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2
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xSq
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Ejemplo 2 Hallar un límite en el infinito

Evalúe .

Solución Para evaluar el límite de una función racional en el infinito, se divide
primero numerador y denominador entre la potencia más alta de x que aparece en el
denominador. (Se podría suponer que x ! 0 puesto que sólo se tiene interés en
valores grandes de x.) En este caso, la potencia más alta de x en el denominador es
x2, así que se tiene

Límite de un cociente

Permita que x !q

Un cálculo similar muestra que el límite cuando x "q es también . En la figura
6 se ilustran los resultados de estos cálculos mostrando cómo la gráfica de la fun-
ción racional dada se aproxima a la asíntota horizontal . ■

Ejemplo 3 Límite en el infinito negativo

Use métodos numéricos y gráficos para determinar .

Solución De la gráfica de la función exponencial natural y # ex en la figura 7 y
la tabla de valores correspondiente, se puede observar que

Se deduce que la recta y # 0 (el eje x) es una asíntota horizontal.

lím
xS"q

 ex # 0

lím
xS"q

 ex

y # 3
5

3
5!

 # 
3 " 0 " 0
5 $ 0 $ 0

#
3
5

Límites de sumas 
y diferencias

 # 
lím
xSq

3 " lím
xSq

 
1
x

" 2 lím
xSq

 
1

x2

lím
xSq

 5 $ 4 lím
xSq

 
1
x

$ lím
xSq

 
1

x2

 # 
lím
xSq
a3 "

1
x

"
2

x2
b

lím
xSq
a5 $

4
x

$
1

x2
b

Divida numerador y
denominador entre x2

 lím
xSq

 
3x2 " x " 2

5x2 $ 4x $ 1
# lím

xSq

3 "
1
x

"
2

x2

5 $
4
x

$
1

x2

lím
xSq

 
3x2 " x " 2

5x2 $ 4x $ 1
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Ejercicios



 

5) Lim
∆𝑥→0

 𝑥 + ∆𝑥 3 − 𝑥3

∆𝑥 = lim
∆𝑥→𝑜

 𝑥3 + 3𝑥2∆𝑥 + 3𝑥 ∆𝑥 2 + (∆𝑥)3 − 𝑥3

∆𝑥  

 

= lim
∆𝑥→0

3𝑥2  ∆𝑥 +  3𝑥 ∆𝑥 2   +  ∆𝑥 3

∆𝑥          𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

 

=  lim
∆𝑥→0

∆𝑥 3𝑥2 + 3𝑥 ∆𝑥 +   ∆𝑥 2 
∆𝑥         𝑆𝑎𝑐𝑎𝑟 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 ∆𝑥  

 
=  lim

∆𝑥→𝑜
 3𝑥2 + 3𝑥 ∆𝑥 +  ∆𝑥          𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟 ∆𝑥 

 
= 3𝑥2 + 3𝑥 0 +  (0)2             𝐸𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎 ∆𝑥 = 0 
 
=  3𝑥2  

 
Nota: La fórmula que se aplica: (x+y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 en donde Y se sustituye por ∆x.      
 
 

II.  Hallar el límite de las siguientes expresiones, cuando X  tiende al infinito. 
 

1) lim
𝑥→+∞

4𝑥3 +  𝑥
2𝑥3 +  3    =  lim

𝑥→+∞

4𝑥3+ 𝑥
𝑥3

2𝑥3+ 3
𝑥3

 

 

 =   lim
𝑥→+∞

4 +  1
𝑥2

2 +  3
𝑥3

  

 

=   4 + 0
2 +  0 = 2 

 
 
 

2) lim
𝑥→+∞

𝑥2 −  1
7 − 2𝑥 + 8𝑥2  =  lim

𝑥→+∞

𝑥2− 1
𝑥2

7−2𝑥+8𝑥2

𝑥2

 

 

= lim
𝑥→+∞

1 −  1
𝑥2 

7
𝑥2 −  2

𝑥 +  8
  

∆x no puede ser cero.  
Desarrollar (x + ∆x)3 

Se divide el numerador y el denominador 
entre la mayor potencia que aparece en el  
denominador: X3 

 Efectuar las operaciones indicadas y 
simplificar los términos comunes 

 

𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑦  

 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑝. ∶ lim
𝑥→∞

1
𝑥𝑝 = 0       

Se divide el numerador y el denominador 
entre la mayor potencia que aparece en el  
denominador: X2 

 
Efectuar las operaciones indicadas y 
simplificar los términos comunes 
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lim
𝑥→ − 3+   5

𝑥2 +  8𝑥 + 15 =  5
0 =  + ∞ 

 
 
 

lim
𝑥→ − 3−

  5
𝑥2 +  8𝑥 + 15 =  5

0 =  − ∞ 

 
 

 
 
Ahora calcular los límites al infinito para determinar las asíntotas horizontales. 

 
 
 

lim
𝑥→+∞

  5
𝑥2 +  8𝑥 + 15 = lim

𝑥→ +∞
 

5
𝑥2

𝑥2

𝑥2 +  8𝑥
𝑥2 + 15

𝑥2

  

 

= lim
𝑥→ +∞

 
5
𝑥2

1 + 8
𝑥 + 15

𝑥2

            𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛𝑒𝑠 

= 0
1 + 0 + 0 = 0           𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑝. ∶ lim

𝑥→∞
1
𝑥𝑝 = 0       

 
 
 

𝐷𝑒 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑚𝑎𝑛𝑒𝑟𝑎:          lim
𝑥→ −∞

  5
𝑥2 +  8𝑥 + 15 = 0              

 

El límite cuando X→−∞ también es cero  dado que X2  se vuelve positiva 

 
Por lo tanto  se puede concluir que la recta Y = 0  es una asíntota horizontal 

 
 
 
 
 
 
 

El numerador es positivo y el denominador 
tiende a cero a través de valores positivos 

El numerador es positivo y el denominador 
tiende a cero a través de valores negativos 

Se divide el numerador y el denominador 
entre la mayor potencia del denominador: 
X2 



Limites	Laterales
En algunas funciones como las definidas por partes y las 
de dominio restringido, como las que tienen raíces 
cuadradas, se aplican los límites laterales.

En	las	funciones	definidas	por	intervalos	servirán	para	
establecer	si	la	función	tiene	límite	en	los	puntos	donde	la	
función	cambia	de	fórmula.
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Sin embargo la expresión matemática rigurosa de ĺımite es algo más compleja:

Definición: Dada una función f(x) y un punto x = a, se dice que el ĺımite de f(x) cuando x se acerca
a a es L, y se expresa como:

ĺım
x→a

f(x) = L

cuando:

Dado ϵ > 0, existe δ > 0 tal que siempre que |x− a| < δ, entonces |f(x)− L| < ϵ

Lo que viene a expresar esta formulación matemática es que si x está “suficientemente cerca” de
a, entonces su imagen f(x) también está muy próxima a L.

En la práctica en muchas ocasiones es necesario calcular los llamados ĺımites laterales, que como
recordaremos se definen de la siguiente forma:

Definición:
Se define el ĺımite lateral por la derecha de a de la función f(x), y se expresa como:

ĺım
x→a+

f(x)

al ĺımite al que se acerca f(x) cuando x se acerca a a y toma valores mayores que a.
De igual modo, el ĺımite lateral por la izquierda de a de la función f(x) se expresa como:

ĺım
x→a−

f(x)

y se define como el ĺımite al que se acerca f(x) cuando x se acerca a a y toma valores menores que a.

Propiedad: Para que una función f(x) tenga ĺımite en x = a es necesario y suficiente que existan
ambos ĺımites laterales y coincidan, es decir:

ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a+

f(x) = ĺım
x→a−

f(x)
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Sección 3: Ĺımites laterales 11

Ejemplo 3.1. Realizar una tabla para hallar ĺım
x!0

|x|
x

.

Solución: Recordemos que

|x| =
⇢
�x x  0
x 0  x

x! 0�
|x|
x

0+  x

-0.5 -1 1 0.5

-0.1 -1 1 0.1

-0.001 -1 1 0.001
Esto indica que

ĺım
x!0�

|x|
x

= �1 y ĺım
x!0+

|x|
x

= 1

Cuando los ĺımites laterales de una función en un punto son distintos decimos
que el ĺımite no existe. Aśı, en este caso tenemos que

f(0�) = �1 6= f(0+) = 1 =)6 9 ĺım
x!0

f(x)

⇤
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Sección 3: Ĺımites laterales 12

Ejemplo 3.2. Veamos otro ejemplo de una función que tiene ĺımites laterales
distintos en un punto. Sea la función definida a trozos
Solución:

y = f(x) =
⇢
�x + 2 x  1
x + 1 1 < x

f(1�) = ĺım
x!1�

(�x + 2) = 1

f(1+) = ĺım
x!1+

(x + 1) = 2

f(1�) 6= f(1+)
luego

@ ĺım
x!1

(�x + 2)

y = �x + 2

y = x + 1y = x + 1

1

⇤
Decimos que el ĺımite existe cuando ambos ĺımites laterales son finitos e

iguales,
lim
x!a

f(x) = L() f(a�) = f(a+) = L



Las	siguientes	expresiones	y	resuelva	los	límites	laterales.



Encontrar	los	valores	de	k	para		que	el	límite	exista.



3.3 Límites laterales 7

a. lím
x!!1!

f .x/;

b. lím
x!!1C

f .x/;

c. lím
x!!1

f .x/;

d. lím
x!2!

f .x/;

e. lím
x!2C

f .x/;

f. lím
x!2

f .x/.

5. Dada g.x/ D

{

ax C 11 si x < 3I
x2 ! 8x C 16 si x > 3:

Determinar el valor de la constante a que asegura la existencia de lím
x!3

g.x/.

6. La expresión L D Lo

√

1 !
v2

c2
indica la longitud de un objeto en función de su velocidad v,

donde Lo es la longitud del objeto en reposo y c es la velocidad de la luz.
¿Qué pasa con la longitud del objeto cuando v se aproxima a la velocidad de la luz?

7. Calcular: lím
x!0

j x j ! x

x
:

8. Calcular: lím
x!1

x2 ! 1

j x ! 1 j
.

9. Sea la función definida por

f .x/ D n; para cada x 2 Œn; n C 1/; donde n 2 f : : : ; !3; !2; !1; 0; 1; 2; 3; : : : g D Z :

a. Grafique esa función f .
b. Calcular para n 2 f : : : ; !3; !2; !1; 0; 1; 2; 3; : : : g D Z .

lím
x!n!

f .x/; lím
x!nC

f .x/; lím
x!n

f .x/ & lím
x!a

f .x/, donde a ¤ n.

10. Considerar f .x/ D

{

x2 C 3 si x " 1I
x C 1 si x > 1I

y considerar g.x/ D

{

x2 si x " 1I
2 si x > 1:

Calcular

a. lím
x!1!

f .x/g.x/; b. lím
x!1C

f .x/g.x/; c. lím
x!1

f .x/g.x/.

11. Calcular: lím
x!1C

p
2x C 1 !

p
3

x ! 1
:

12. Calcular: lím
x!0

[

j x j3
(

x C 1 !
2

x

)]

:

13. Calcular: lím
x!!1

f .x/, donde f .x/ D

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

2x2 C 1

x4 C 3
si x < !1I

x3 C 1

x2 C 6x C 5
si x > !1:

14. Calcular: lím
x!2C

2 ! x

j x ! 2 j
.

15. Calcular: lím
x!!3!

j j 2 C x j ! 3 j ! 2

x2 ! 9
:

7
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6. Ya que lím
x!2!

g.x/ D 5 ¤ 4 D lím
x!2C

g.x/, entonces lím
x!2

g.x/ no existe.

x

y

!1 2

2

4

5

y D g.x/

!

Ejemplo 3.3.3 Dada la función h.x/ D

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ax C 5 si x < !1I
x2 C 1 si ! 1 < x < 2I
mx C 6 si x > 2;

determinar los valores de las constantes a, m que aseguran la existencia de los límites: lím
x!!1

h.x/ & lím
x!2

h.x/.

H

1. lím
x!!1

h.x/ existe si y sólo si

lím
x!!1!

h.x/ D lím
x!!1C

h.x/ , lím
x!!1

.ax C 5/ D lím
x!!1

.x2 C 1/ ,

, a.!1/ C 5 D .!1/2 C 1 , !a C 5 D 1 C 1 , !a D 2 ! 5 D !3 , a D 3:

2. lím
x!2

h.x/ existe si y sólo si

lím
x!2!

h.x/ D lím
x!2C

h.x/ , lím
x!2

.x2 C 1/ D lím
x!2

.mx C 6/ ,

, 22 C 1 D m.2/ C 6 , 5 D 2m C 6 , 2m D 5 ! 6 D !1 , m D !
1

2
:

3. Resumiendo:

Con a D 3 y con m D !
1

2
sucede que lím

x!!1
h.x/ D 2 & lím

x!2
h.x/ D 5I h.x/ sería ahora

h.x/ D

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

3x C 5 si x < !1I
x2 C 1 si ! 1 < x < 2I
!

x

2
C 6 si x > 2:

4
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H Por definición de valor absoluto:
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{

x ! a si x ! a " 0

!.x ! a/ si x ! a < 0
D

{

x ! a si x " aI
!.x ! a/ si x < a:

Por lo tanto

1. Si x ! a!, entonces x < a & x ! a < 0, por lo que

j x ! a j D !.x ! a/ &
j x ! a j
x ! a

D
!.x ! a/

.x ! a/
D !1 )

) lím
x!a!

j x ! a j
x ! a

D lím
x!a

!1 D !1:

2. Si x ! aC, entonces x > a & x ! a > 0, por lo que

j x ! a j D x ! a &
j x ! a j
x ! a

D
.x ! a/

.x ! a/
D 1 )

) lím
x!aC

j x ! a j
x ! a

D lím
x!a

1 D 1:

3. Ya que lím
x!a!

f .x/ D !1 & lím
x!aC

f .x/ D 1 entonces lím
x!a!

f .x/ ¤ lím
x!aC

f .x/ y por lo tanto

lím
x!a

f .x/ no existe.

Observa que f .x/ D
j x ! a j
x ! a

se obtiene de la función g.x/ D
j x j
x

desplazándola a unidades.
!

Ejemplo 3.3.2 Dada la función g.x/ D

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

3x C 5 si x < !1I
x2 C 1 si ! 1 < x < 2I
6 ! x si x > 2;

calcular (en caso de existir) cada uno de los límites siguientes:

1. lím
x!!1!

g.x/.

2. lím
x!!1C

g.x/.

3. lím
x!!1

g.x/.

4. lím
x!2!

g.x/.

5. lím
x!2C

g.x/.

6. lím
x!2

g.x/.

H

1. lím
x!!1!

g.x/ D lím
x!!1!

.3x C 5/ D 3.!1/ C 5 D !3 C 5 D 2.

2. lím
x!!1C

g.x/ D lím
x!!1C
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3. Ya que lím
x!!1!

g.x/ D 2 D lím
x!!1C

g.x/, entonces lím
x!!1

g.x/ D 2.

4. lím
x!2!

g.x/ D lím
x!2!

.x2 C 1/ D 22 C 1 D 4 C 1 D 5.

5. lím
x!2C

g.x/ D lím
x!2C

.6 ! x/ D 6 ! 2 D 4.

3
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6. Ya que lím
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x!2C

g.x/, entonces lím
x!2

g.x/ no existe.

x
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4

5
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Ejemplo 3.3.3 Dada la función h.x/ D
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1

2
sucede que lím
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h.x/ D 2 & lím
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⎩

3x C 5 si x < !1I
x2 C 1 si ! 1 < x < 2I
!

x

2
C 6 si x > 2:

4

Respuestas:
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1.Introducción.-
En este tema vamos a estudiar la propiedad que tiene o no una función de que su gráfica

sea una línea ininterrumpida en todo su recorrido o en una parte de él.
Digamos que para afrontar este tema es conveniente que el alumno se familiarice con

otros que previamente han debido ser estudiados y que mencionamos seguidamente:
Funciones reales de variable real.
Gráficas de funciones reales de variable real.
Propiedades y formas de las funciones reales de variable real.
Límites de funciones.

2.Continuidad de una función en un punto.-
Sea  y = f (x)  una función real de variable real.
Sea  a  un número real. 
En un sistema de ejes, podemos considerar  x = a  un punto del eje de abcisas.
Vamos a definir un concepto nuevo: “función continua en un punto”

Es decir, “la función f es continua en x = a” si verifica tres condiciones:
a) El número a pertenece al dominio de la función, esto es, f (a) existe.
b) Existe (es un número finito) el límite de f cuando x tiende a a.
c) Dicho límite coincide con la imagen de a.

Cuando esto ocurre se dice que (algunas formas de decirlo):
“la función f es continua en x = a”
“la función f es continua en a”
“la función f es continua en el punto x = a”
“ f es continua en x = a”
“ f es continua en  a”

etc.
Observa que utilizamos el concepto de límite para saber si una función es continua en a.

Continuidad de funciones 

f x es continua en x a

a f a existe es decir a D

b Existe f x

c f x f a

f

x a

x a

( )

) ( ) , ,

) lim ( )

) lim ( ) ( )

= ⇔

∈

=

­

®

°
°

¯

°
°

→

→



A. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN CONTINUA.

Una función y = f(x) se dice continua en un punto x = c cuando existe el
ĺımite de la función en el punto x = c y dicho ĺımite es f(c).

Esta definición da lugar a tres condiciones que debe cumplir la función para
ser continua en c:

a) c está en el dominio de la función.

b) existe ĺım
x!c

f(x) (es decir, los ĺımites laterales son finitos e iguales).

c) ĺım
x!c

f(x) = f(c).

Esto quiere decir que para que una función sea continua no basta que tenga
ĺımite, sino que además dicho ĺımite tiene que coincidir con el valor de la
función en el punto correspondiente.

Las funciones que no son continuas se llaman discontinuas. Hay varios tipos
de discontinuidad dependiendo de la condición que no se cumple.

A) Discontinuidad evitable: Corresponde al caso en que la función tiene
ĺımite pero no coincide con el valor f(c). Se llama evitable porque
basta definir f(c) como el ĺımite de la función en c para que la función
sea ahora continua.

B) Discontinuidad de primera especie: Puede ser de salto finito cuando
existen los dos ĺımites laterales pero son distintos, o de salto infinito

cuando alguno de los ĺımites laterales es infinito.

C) Discontinuidad esencial o de segunda especie: Si alguno de los dos ĺımites
laterales no existe.

Las operaciones algebraicas con funciones continuas dan como resultado
nuevas funciones continuas, salvo en la división por cero y las ráıces de
ı́ndice par de funciones que toman valores negativos.

PROBLEMA 4.1.

Estudiar la continuidad de la función f(x) =
x + |x|

2
.

122
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figura 3: En este caso ocurre lo siguiente:
a) f (a) existe (aunque es un punto

aislado del resto de la gráfica).
b) , es decir, existe ellim ( )

x a
f x l

→
=

límite de f cuando x tiende a a.
c) Nótese que lim ( ) ( )

x a
f x l f a

→
= ≠

Conclusión: f no es continua en x = a
porque falla la condición c)

Nótese que para “atravesar” la recta
vertical dibujada en x = a, es necesario
“levantar el lápiz” un punto.

El tipo de discontinuidad mostrado en la figura 3 se llama “discontinuidad evitable”
porque si hacemos que f (a) = l (es decir, si hacemos que la imagen de a sea l), la función f sería
continua en x = a. Gráficamente sería trasladar el punto negro y situarlo sobre el punto blanco.

figura 4: En este caso ocurre lo siguiente:
a) f (a) existe, es decir, a Df

b) 
lim ( ) ( )

lim ( )
x a

x a

f x f a

f x l
→

→

−

+

=

=

­
®
°

°̄

Los límites laterales en x = a
existen y son distintos, por lo que

no existe.lim ( )
x a

f x
→

c) Al no cumplirse la condición b), no
puede cumplirse c), es decir: 
lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
≠

Conclusión: f no es continua en x = a
porque falla la condición b). 
Nótese que para “atravesar” la recta

vertical dibujada en x = a, es necesario “levantar el lápiz” y dar un salto para continuar la
gráfica. Este tipo de discontinuidad se llama “discontinuidad inevitable” y también se expresa
diciendo que “f presenta un salto de discontinuidad en a”. 

Obsérvese que hemos señalado que f (a) existe (punto negro). Si ese punto fuese blanco,
estaríamos indicando que f (a) no existe, por lo que fallaría la condición a).

Ejemplo 1.-
Sea la función  f (x) = x 3. 
Queremos estudiar su continuidad en el punto x = 5.

Veamos:

−
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f x x continua en x
a f existe
b f x existe

c f x f
x

x

( )
) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= − = ⇔

=

­

®

°
°

¯

°
°

→

→

3 5
5

5
5

5
Analicemos cada una de las condiciones:
a) f (5) = 5  3 = 2. Por tanto, existe la imagen de 5, esto es, 5 Df
b) . Por tanto, existe el límite de f cuando x tiende a 5.lim ( ) lim ( )

x x
f x x

→ →
= − = − =

5 5
3 5 3 2

c) lim ( ) ( )
x

f x f
→

= =
5

5 2

Observa que la gráfica de la función f (x) = x 3 es una recta que vamos a dibujar:

               Tabla de valores

x y = x 3

3 0

5 2

La simple observación de la
figura 5, nos permite apreciar
que la recta que representa a la
función f (x)= x 3 “atraviesa”
la recta vertical x = 5 (que no
h e m o s  d i b u j a d o )  s i n
ininterrupción.
A simple vista se aprecia que:
   lim ( ) ( )

x
f x f

→
= =

5
5 2

Ejemplo 2.-
Queremos estudiar la continuidad de  en el punto x = 4.g x x

x( ) = −
−

2 16
4

Veamos:

g x continua en x
a g existe
b g x existe

c g x g

x
x x

x

( )
) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= = ⇔

=

­

®

°
°

¯

°
°

−
− →

→

2 16
4 4

4

4
4

4

Analicemos cada una de las condiciones:

a)   g( )4 4 16
4 4

16 16
0

0
0

2

= = = ∉−
−

− R Por tanto, 4 no tiene imagen. Recordemos que las
igualdades anteriores no son igualdades numéricas
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Observa que la gráfica de la función f (x) = x 3 es una recta que vamos a dibujar:

               Tabla de valores

x y = x 3

3 0

5 2
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figura 5, nos permite apreciar
que la recta que representa a la
función f (x)= x 3 “atraviesa”
la recta vertical x = 5 (que no
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Ejemplo 2.-
Queremos estudiar la continuidad de  en el punto x = 4.g x x

x( ) = −
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Veamos:
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Analicemos cada una de las condiciones:
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16 16
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2

= = = ∉−
−

− R Por tanto, 4 no tiene imagen. Recordemos que las
igualdades anteriores no son igualdades numéricas

− ∈

Entonces	la	función	es	continua		en	x=5
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x x
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5 5
3 5 3 2

c) lim ( ) ( )
x

f x f
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= =
5

5 2

Observa que la gráfica de la función f (x) = x 3 es una recta que vamos a dibujar:

               Tabla de valores

x y = x 3

3 0

5 2

La simple observación de la
figura 5, nos permite apreciar
que la recta que representa a la
función f (x)= x 3 “atraviesa”
la recta vertical x = 5 (que no
h e m o s  d i b u j a d o )  s i n
ininterrupción.
A simple vista se aprecia que:
   lim ( ) ( )

x
f x f

→
= =

5
5 2

Ejemplo 2.-
Queremos estudiar la continuidad de  en el punto x = 4.g x x

x( ) = −
−

2 16
4

Veamos:

g x continua en x
a g existe
b g x existe

c g x g

x
x x

x
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) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= = ⇔
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­

®

°
°

¯

°
°

−
− →

→

2 16
4 4

4

4
4

4

Analicemos cada una de las condiciones:

a)   g( )4 4 16
4 4

16 16
0

0
0

2

= = = ∉−
−

− R Por tanto, 4 no tiene imagen. Recordemos que las
igualdades anteriores no son igualdades numéricas
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Ya podemos asegurar que la función g no es continua en el punto x = 4. No obstante
vamos a comprobar las otras condiciones.

b) lim ( ) lim
x x

x
xg x

→ →

−
−

−
−= = =

4 4

16
4

4 16
4 4

0
0

2 2

Indeterminado

Salvemos la indeterminación factorizando (descomponiendo en factores) el numerador:

lim ( ) lim lim lim ( )
( ) ( )

x x
x
x x

x x
x x

g x x
→ →

−
− →

+ ⋅ −
− →

= = = + = + =
4 4

16
4 4

4 4
4 4

2

4 4 4 8

Por tanto, el límite de  g (x) cuando x tiende a 4, existe y vale 8.
c) La condición c) no se cumple por no existir  g (4).

Vamos a representar gráficamente (figura 6) la función g (x):

  {g x xx
x

x x
x

si x
( )

( ) ( )
= = = +−

−
+ ⋅ −

−
≠

2 16
4

4 4
4

4
4

La expresión anterior nos indica que:

 g x
x si x
no existe si x

x
x( ) = =

+ ≠

=

­
®
¯

−
−

2 16
4

4 4
4

Si representamos la función f (x) = x + 4 y el punto
(4 , 8)  de su gráfica lo eliminamos, obtenemos la
gráfica de la función g (x), esto es, una recta excepto
en el punto de abcisa x = 4, punto en el que la
función g presenta una discontinuidad evitable.
Si queremos que la función sea continua, podemos
definir la función siguiente:

          f x
si x

si x

x
x( ) =

≠

=

­
®
°

°̄

−
−

2 16
4 4

8 4
La gráfica de la función f (x) sería exactamente igual a la de g (x) excepto en que el punto

(4,8) pertenece a su gráfica.

Ejemplo 3.-
Sea la función . Queremos estudiar su continuidad en el punto  x = 2.h x x( ) = −

+
4
2

Veamos:

   h x es continua en x
a h existe
b h x existe

c h x h
x

x

( )
) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= − ⇔

−

= −

­

®

°
°

¯

°
°

→ −

→ −

2
2

2
2

2

Aunque ya hemos cumplido el objetivo marcado, vamos a estudiar el límite de la función
h cuando x tiende a 2 :

 Debemos hallar los límites laterales.lim ( ) lim
x x xh x
→ − → −

−
+

−
− +

−= = = = ± ∞
2 2

4
2

4
2 2

4
0 ¿ ?

Analicemos a) 

h( )− = = ∉−
− +

−2 4
2 2

4
0 R

Por tanto, no existe h( 2)
Ya sabemos que h no es
continua en x = 2



Matemáticas de 2º de bachillerato                                Página 5                                    Continuidad de funciones

Ya podemos asegurar que la función g no es continua en el punto x = 4. No obstante
vamos a comprobar las otras condiciones.

b) lim ( ) lim
x x

x
xg x

→ →

−
−

−
−= = =

4 4

16
4

4 16
4 4

0
0

2 2

Indeterminado

Salvemos la indeterminación factorizando (descomponiendo en factores) el numerador:

lim ( ) lim lim lim ( )
( ) ( )

x x
x
x x

x x
x x

g x x
→ →

−
− →

+ ⋅ −
− →

= = = + = + =
4 4

16
4 4

4 4
4 4

2

4 4 4 8

Por tanto, el límite de  g (x) cuando x tiende a 4, existe y vale 8.
c) La condición c) no se cumple por no existir  g (4).

Vamos a representar gráficamente (figura 6) la función g (x):

  {g x xx
x

x x
x

si x
( )

( ) ( )
= = = +−

−
+ ⋅ −

−
≠

2 16
4

4 4
4

4
4

La expresión anterior nos indica que:

 g x
x si x
no existe si x

x
x( ) = =

+ ≠

=

­
®
¯

−
−

2 16
4

4 4
4

Si representamos la función f (x) = x + 4 y el punto
(4 , 8)  de su gráfica lo eliminamos, obtenemos la
gráfica de la función g (x), esto es, una recta excepto
en el punto de abcisa x = 4, punto en el que la
función g presenta una discontinuidad evitable.
Si queremos que la función sea continua, podemos
definir la función siguiente:

          f x
si x

si x

x
x( ) =

≠

=

­
®
°

°̄

−
−

2 16
4 4

8 4
La gráfica de la función f (x) sería exactamente igual a la de g (x) excepto en que el punto

(4,8) pertenece a su gráfica.

Ejemplo 3.-
Sea la función . Queremos estudiar su continuidad en el punto  x = 2.h x x( ) = −

+
4
2

Veamos:

   h x es continua en x
a h existe
b h x existe

c h x h
x

x

( )
) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= − ⇔

−

= −

­

®

°
°

¯

°
°

→ −

→ −

2
2

2
2

2

Aunque ya hemos cumplido el objetivo marcado, vamos a estudiar el límite de la función
h cuando x tiende a 2 :
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Por tanto, no existe h( 2)
Ya sabemos que h no es
continua en x = 2
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Por tanto, no existe h( 2)
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Analicemos el b) :
Como la función f tiene dos formas distintas, una a la izquierda de x = 3 y otra a la

derecha, debemos estudiar los límites laterales en dicho punto.

     
lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( )
lim ( )x x

x x
x

f x x

f x x
f x→ →

− − −

→ →

+ − − →

− −

+ +

= − = ⋅ − = − =

= − + = − + = − + =

½

¾
°

¿
°
⇒ /∃

3 3

3 3
3

2 2 2 3 2 6 2 4 4

6 3 6 3 6 3 3

No existe el límite de f (x) cuando x tiende a 3 porque los límites laterales son distintos.
Apréciese lo siguiente:

“Para valores de x infinitamente próximos a 3 por su izquierda, las imágenes son
números infinitamente próximos a 4 por su izquierda”

“Para valores de x infinitamente próximos a 3 por su derecha, las imágenes son números
infinitamente próximos a 3 por su izquierda”
Comprobemos utilizando una calculadora:

         
x f
x f es decir

f

f

= ′ → ′ = ′

= ′ → ′ = ′

½
¾
¿

=

=

­
®
°

°̄

− −

+ −

2 9999 2 9999 3 9998
3 0001 3 0001 2 9999

3 4

3 3

( )
( )

( )

( )
Conclusión:  La función  f  no es continua en el punto x = 3

Gráfica:
Dibujemos la gráfica  f (x) 

Tablas de valores

x < 3 y = 2x-2 x > 3 y = x+6

0 2 4 2

1 0 6 0

3 4 3+ 3

En la figura 8 hemos representado la gráfica de
la función f que está compuesta de dos
semirrectas. Nótese que el punto (3,4) pertenece
a la semirrecta de la izquierda, mientras que el
punto (3,3) no pertenece a la de la derecha.
A simple vista se aprecia que:

         f y f( ) ( )3 4 3 3− − + −= =

En este caso se dice que la función f presenta un salto de discontinuidad en x = 3, siendo
esta discontinuidad inevitable. También podemos decir que la función es discontinua en x = 3.

Ejemplo 5.-

Sea la función Queremos estudia la continuidad en x = 2 g x
x si x

x si x
( ) =

− − < −

≥ −

­
®
°

°̄

3
2
3
2

6 2
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Veamos:

g x es continua en x
a g existe
b g x existe

c g x g
x

x

( )
) ( )
) lim ( )

) lim ( ) ( )

= − ⇔

−

= −

­

®

°
°

¯

°
°

→ −

→ −

2
2

2
2

2
Estudiemos la condición a) :

. Por tanto, la imagen de 2 existe y vale 3.g( ) ( )− = − = −2 2 33
2

Estudiemos la condición b) :
En este caso es necesario hallar los límites laterales.

   
( ) ( )

( )
lim ( ) lim

lim ( ) lim
lim ( )x x

x x
x

g x x

g x x
g x→ − → −

− − −

→ − → −

− → −

− −

+ +

= − = − − = − = −

= = − = −

½

¾
°

¿
°
⇒ = −

2 2

3
2

3
2

2 2

3
2

3
2

2

6 2 6 3 6 3

2 3
3

Por tanto, existe el límite de g (x) cuando x tiende a  2 y su valor es 3.
Estudiemos la condición c) :

lim ( ) ( )
x

g x g
→ −

= − = −
2

2 3

Conclusión :   La función g es continua en el punto x = 2
Dibujemos la gráfica de  g(x):

Tablas de valores

x< 2 y x= −− 3
2 6 x 2 y x= 3

2

4 0 2 3

6 3 0 0

2 3+ 2+ 3+

En la figura 9 pueden apreciarse lo
obtenido analíticamente, esto es:

g
g x

x

( )
lim ( )
− = −

= −
→ −

2 3
3

2
Nótese que la gráfica puede dibujarse en  x = 2
y proximidades sin necesidad de levantar el lápiz

Ejemplo 6.-

Sea la función . Estudiar su comportamiento en x = 2 y proximidades.h x
x si x

si x
si x

( ) =
<

=

>

­

®
°

¯
°

2
4 2
2 2

Veamos:
 Para x = 2 tenemos que h (2) = 4. Por tanto, 2 Dh
 Estudiemos el límite de  h(x)  cuando x tiende a 2.

__
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3
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3
2

3
2

2

6 2 6 3 6 3

2 3
3
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__ __

_ _

_
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3
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3
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Dibujemos la gráfica de  g(x):

Tablas de valores

x< 2 y x= −− 3
2 6 x 2 y x= 3

2

4 0 2 3

6 3 0 0

2 3+ 2+ 3+

En la figura 9 pueden apreciarse lo
obtenido analíticamente, esto es:

g
g x

x

( )
lim ( )
− = −

= −
→ −

2 3
3

2
Nótese que la gráfica puede dibujarse en  x = 2
y proximidades sin necesidad de levantar el lápiz

Ejemplo 6.-

Sea la función . Estudiar su comportamiento en x = 2 y proximidades.h x
x si x

si x
si x

( ) =
<

=

>

­

®
°

¯
°

2
4 2
2 2

Veamos:
 Para x = 2 tenemos que h (2) = 4. Por tanto, 2 Dh
 Estudiemos el límite de  h(x)  cuando x tiende a 2.



𝑓 𝑥 = 	'
𝑥( − 𝑥
𝑥 − 1 					𝑠𝑖	𝑥 ≠ 1	
1											𝑠𝑖			𝑥 = 1		
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN 

Gráficamente el que una función f(x) sea continua en un punto ox , significa que no se rompe su 
gráfica en el punto ( ox , f( ox )), es decir, se puede dibujar sin levantar el lápiz del papel en las 

proximidades de dicho punto. 

Intuitivamente la continuidad de f(x) en ox  quiere decir que variaciones pequeñas de la variable x 
cuando está próxima a ox , le corresponden variaciones pequeñas de f(x). 

A continuación se formaliza el concepto de función continua. 

Una función real f(x) es continua en ox  si se cumple lim ( ) ( )
o

ox x
f x f x

→
= . 

Se dice que f es función continua en un subconjunto A si lo es en todos los puntos de A. 

Ejemplo 17: Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos que se indican: 

a) 
25    si  1( )

2 3    si  1
x xf x

x x

⎧⎪ ≤= ⎨
+ >⎪⎩

      en el punto x = 1. 

Se calculan los límites laterales ya que la función tiene distinta definición por la derecha y por la izquierda del punto:  

1 1
lim ( ) lim 2 3 5
x x

f x x
+ +→ →

= + =    y  2

1 1
lim ( ) lim 5 5
x x

f x x
− −→ →

= = , luego 
1

lim ( ) 5
x

f x
→

= . 

Además, como f(1) = 5 y coincide con 
1

lim ( )
x

f x
→

, se cumple que f es continua en el punto x = 1. 

b) 
22 1    si  1( )
0    si  1

x xf x
x

⎧⎪ − ≠= ⎨
=⎪⎩

     en el punto x = 1. 

Se calcula ( )2

1 1
lim ( ) lim 2 1 1
x x

f x x
→ →

= − =  y como f(1) = 0, se cumple que 
1

lim ( ) (1)
x

f x f
→

≠ y por tanto, f no es continua en el 

punto x = 1. 

c) 
4

1
( )

( 3)
f x

x
=

−
    en el punto x = 3 

En este caso no existe f(3), ya que 3 anula el denominador, por tanto,  f no es continua en el punto x = 3  

d) 1/
2

   si  0
( ) 1

0    si  0

x x
f x e

x

−
⎧ ≠⎪= +⎨
⎪ =⎩

   en el punto x = 0. 

Como 1/ xe−  tiene distinto límite según x tienda a 0 por la derecha o por la izquierda, para obtener 
1/0

2
lim  

1 xx e−→ +
 se 

calculan los límites laterales: 
1 /0

2 2 2
lim  2

1 01 1xx e e+ − −∞→
= = =

++ +
  ,  

1 /0

2 2 2 2
lim  0

11 1xx e e− − +∞→
= = = =

+ ∞ +∞+ +
 

Como estos límites no coinciden, entonces no existe 
0

lim ( )
x

f x
→

, y por ello, f no es continua en x = 0. 

Tipos de discontinuidades de una función 

Si f no es continua en un punto ox  se dice que es discontinua en dicho punto. Esto puede 

producirse por varias causas, dando lugar a distintos tipos de discontinuidades que se enumeran a 
continuación. 
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