CAPITULO DOS

Conceptos en probabilidad

2.1 Imtroduccion

La probabilidad es un mecanismo por medio del cual pueden estudiarse sucesos alea-
torios, cuando éstos se comparan con los fenémenos deterministicos. Por ejemplo,
nadie espera predecir con certidumbre el resultado de un experimento tan simple
como el lanzamiento de una moneda. Sin embargo, cualquier estudiante de primer
afio de licenciatura en fisica debe ser capaz de calcular el tiempo que transcurrira
para que un objeto, que se deja caer desde una altura conocida, llegue al suelo.

La probabilidad tiene un papel crucial en la aplicacién de la inferencia estadistica
porque una decision, cuyo fundamento se encuentra en la informacién contenida en
una muestra aleatoria, puede estar equivocada. Sin una adecuada comprension de las
leyes basicas de la probabilidad, es dificil utilizar la metodologia estadistica de ma-
nera efectiva.

Para ilustrar el uso de la probabilidad en la toma de decisiones, considérese el si-
guiente ejemplo: una compailia produce un detergente liquido que se envasa en bo-
tellas de 500 ml, las que son llenadas por una maquina. Debido a que las botellas que
contienen una cantidad mayor de 500 ml representan una pérdida para la compaiiia
y todas aquellas que contienen una cantidad menor constituyen una pérdida para el
consumidor (fo que puede desencadenar una accion legal en contra de la compatiia),
la compatiia realiza todos los esfuerzos necesarios para mantener el volumen neto
promedio en un nivel de 500 ml. Para mantener un control apropiado se ide6 el si-
guiente esquema de muestreo: se seleccionaran 10 botellas del proceso de llenado,
cuatro veces durante el transcurso del dia y se determinaréa su contenido neto prome-
dio. Si éste se encuentra entre 498 y 502 ml, inclusive, el proceso se considerara
““bajo control”; de otra manera, éste se encontrara ‘‘fuera de control’’. En este caso
se detendré el llenado, llevando a cabo todos los esfuerzos necesarios para determi-
nar la causa, si es que ésta existe, del problema. Con toda seguridad y para cual-
quiera de las dos situaciones se tienen riesgos. Si el proceso se considera bajo
control, podria encontrarse fuera de éste, y la compafiia puede estar perdiendo el
producto o sujetdndose a una accion legal por parte de las correspondientes oficinas
del gobierno. Por otro lado si el proceso se considera fuera de control, puede en rea-
lidad encontrarse bajo control y la compafiia estara intentando localizar una falla
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inexistente. La evaluacion de estos riesgos s6lo puede hacerse de manera efectiva a
través del uso de la probabilidad.

En las tres secciones siguientes se examinaran las interpretaciones clédsica, de fre-
cuencia relativa y subjetiva, de la probabilidad. Las dos primeras son muy similares
debido a que se basan en la repeticion de experimentos realizados bajo las mismas
condiciones, como ¢l lanzamiento de una moneda. La interpretacion subjetiva o per-
sonal de la probabilidad representa una medida del grado de creencia con respecto a
una proposiciéon, como podria ser si la creacién de una nueva empresa tendra éxito.
En la seccion 2.5 se establecen algunos axiomas y, con base en éstos, se define for-
malmente la probabilidad. El desarrollo axiomatico incluye las tres interpretaciones
de la probabilidad.

2.2 La definicion clasica de probabilidad

El desarrollo inicial de la probabilidad se asocia con los juegos de azar. Por ejemplo,
considérense dos dados que se distingan y que no estan cargados; el interés recae en
los nimeros que aparecen cuando se tiran los dados. En la tabla 2.2 se dan los 36 po-
sibles pares de nimeros.

Una caracteristica clave de este ejemplo, asi como también de muchos otros rela-
cionados con los juegos de azar, es que los 36 resultados son mutuamente excluyen-
tes debido a que no puede aparecer mas de un par en forma simultanea. Los 36 resul-
tados son igualmente probables puesto que sus frecuencias son practicamente las
mismas, si se supone que los dados no estan cargados y que el experimento se lleva a
cabo un nimero suficientemente grande de veces. Notese que de los 36 resultados
posibles, seis dan una suma de siete, cinco dan una suma de ocho, etc. Por Jo tanto,
puede pensarse de manera intuitiva que la probabilidad de obtener un par de niime-
ros cuya suma sea siete es la proporcion de resultados que suman siete con respecto
al namero total, en este caso 6/36. Es importante que el lector comprenda que la
proporcion 6/36 se obtiene inicamente después de que el experimento se realiza un
nimero grande de veces, es decir, después de efectuar el experimento muchas veces
se observara que, alrededor de la sexta parte de éste, la suma de los nimeros que
aparecen es igual a siete. La proporciéon 6/36 no significa que en seis tiradas, forzo-
samente una dara como resultado un siete. Para situaciones de este tipo es apropiada
la siguiente definicion de prpbabilidad.

Definicién 2.1 Si un experimento que esta sujeto al azar, resulta de » formas igual-
mente probables y mutuamente excluyentes, y si n, de estos resultados tienen un
atributo A4, la probabilidad de A es la proporcién de n, con respecto a n.

TABLA 2.1 Posibles resultados que aparecen cuando se lanzan dos dados

LI 1,2 1,3 1,4 1,5 1.6
2,1 2,2 23 24 2,5 2,6
3,1 3.2 ro33 34 3,5 3,6
4,1 42 43 4.4 4,5 4,6
5,1 5.2 5,3 54 5.5 5.6
6,1 6.2 6,3 6.4 6.5 6,6
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2.3 Definicion de probabilidad como frecuencia relativa

En muchas situaciones practicas, los posibles resultados de un experimento no son
igualmente probables. Por ejemplo, en una fabrica las oportunidades de observar un
articulo defectuoso normalmente serd mucho mas rara que observar un articulo
bueno. En este caso, no es correcto estima,r la probabilidad de encontrar un articulo
defectuoso mediante el empleo de la definicion clasica. En lugar de ésta, en muchas
ocasiones se emplea la interpretacion de ia probabilidad como una frecuencia rela-
tiva.

La interpretacion de una frecuencia relativa descansa en la idea de que un experi-
mento se efectiia y se repite muchas veces, y practicamente bajo las mismas condi-
ciones. Cada vez que un experimento se lleva a cabo, se observa un resultado. Este es
impredecible dada la naturaleza aleatoria del experimento, la probabilidad de la pre-
sencia de cierto atributo se aproxima por la frecuencia relativa de los resultados que
posee dicho atributo. Conforme aumenta la repeticién del experimento, la frecuen-
cia relativa de los resultados favorables se aproxima al verdadero valor de la proba-
bilidad para ese atributo. Por ejemplo: supdngase que se desea determinar la pro-
porcion de articulos defectuosos en un proceso de fabricacion. Para llevar a cabo lo
anterior, se muestra un determinado nimero de articulos; cada observacion consti-
tuye un experimento. Los resultados pueden clasificarse como defectuosos o no defec-
tuosos. Si el proceso de fabricacion es estable, y asegura asi las condiciones unifor-
mes, al aumentar el nimero de articulos muestreados, la frecuencia relativa de
articulos defectuosos con respecto al nimero de unidades muestreadas se aproxima-
ra cada vez mas a la verdadera proporcién de articulos defectiiosos.

Para ilustrar la interpretacion de la probabilidad como frecuencia relativa se si-
mulé en una computadora un proceso de muestreo de n unidades, suponiendo que el
proceso de fabricacién producia un 5% de articulos defectuosos. Para cada n se ob-
servo el nimero de unidades defectuosas; los resultados se dan en la tabla 2.2 para
valores de 7 entre 20 y 10 000. A partir de esto es razonable concluir que la frecuen-
cia relativa tiende a un valor verdadero de 0.05 conforme 7 crece. De esta manera, se
sugiere la siguiente definicién de la probabilidad como frecuencia relativa:

~

TABLA 2.2, Resultados de un experimento simulado en computadora

Numero de unidades Numero de unidades . A Frecuencia
muestreadas (n) defectuosas observadas relativa
2 , 2 ; 0.10
50 TN 3 : : 0.06
100 . . . e g . N 0.04 -
200 o ' I VA . 0.06
5000 v cand s fb D e v QR E e S Lo 0.056
1000 4 54 e : 0.054
2 000 97 . 0.0485
5000 X 244 . 0.0488
10 000 - 504 0.0504
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Definicién 2.2 Si un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y
ng de los resultados son favorables a un atributo B, el limite de /1,/n conforme n se
vuelve grande, se define como la probabilidad del atributo B.

2.4 Interpretacion subjetiva de la probabilidad

La repeticion de un experimento bajo las mismas condiciones es la base para las in-
terpretaciones clasica y de frecuencia relativa de la probabilidad. Sin embargo,
muchos fendmenos no se prestan para repeticion, pero a pesar de esto requieren
de una nocioén de probabilidad. Por ejemplo la compaiiia que aseguré los Juegos
Olimpicos de 1980 tuvo que determinar, a priori, los riesgos de que los juegos no se
efectuasen de la manera en que se habian planeado. O cuando se aseguran contra
robo o dafio esculturas y pinturas cuyo valor es muy alto, las compaiiias aseguradoras
deben tener idea de los riesgos adquiridos para fijar de manera adecuada, el precio
del seguro. En ninguno de estos ejemplos puede concebirse un experimento suscep-
tible de llevarse a cabo bajo condiciones similares. Por otra parte, muchas de las
afirmaciones que suelen formularse las personas de algin modo implican probabili-
dad. Por ejemplo, cuando se dice ‘‘probablemente el embarque llegara mafiana’’, o
cuando un corredor de bolsa asesora a un cliente sobre la posible alza de una accion,
se esté sugiriendo alguna idea de la probabilidad de ocurrencia de las afirmaciones
anteriores.

Para los ejemplos anteriores, la interpretacion de la probabilidad no puede tener
su fundamento en la frecuencia de ocurrencia. La probabilidad se interpreta como el
grado de creencia o de convicciébn con respecto a la ocurrencia de una afirmacion. En
este contexto, la probabilidad representa un juicio personal acerca de un fenémeno
impredecible. Esta interpretacion de la probabilidad se conoce como subjetiva o per-
sonal.

Es importante hacer hincapié en que la probabilidad subjetiva tamblén puede
aplicarse a experimentos repetitivos. Por ejemplo, un jugador de blackjack puede, en
un momento dado, decidir tomar otra carta y hacer caso omiso de su experiencia
previa, debido a que cree que esto aumentara sus oportunidades de ganar la mano.
El capitan de un equipo de futbol puede pedir ‘‘cara’ cuando la moneda se lance al
aire, d=bido a que ésa es su creencia con respecto al resultado de arrojarla. Con base
en tales aplicaciones, la probabilidad subjetiva es considerada por muchos como
mas general que las otras dos interpretaciones.

Para ilustrar la traslacion de un grado de creencia en probabilidad, considere la
siguiente situacion: se pregunta a dos ingenieros petroleros, A y B, su opinion acerca
de la posibilidad de descubrir petroleo en un determinado sitio. La respuesta de A es
que él esta seguro, en un 80%, de que se encontrara petroleo mientras que B lo esta
en un 70%.* El porcentaje dado por los ingenieros es una medida de la creencia de
éstos, con respecto al descubrimiento de petroleo. De esta manera se pueden asignar
distintas medidas de creencia a la misma proposicion. Pero ;qué significado nenen‘;
realmente el 80% y 7%" La interpretacion comun es la siguiente. El ingeniero A pien-

* Por mphcacnbn, AyB tambnén estan diciendo que se encuentran seguros, en un 20% y 30% rapecu
vamente, de’ que no serh descubierto el petroleo. !
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sa apostar ocho a dos (por ejemplo $8 contra $2 o cualquier otra cantidad de délares
que se encuentre en la misma proporcion) a que el petréleo sera descubierto en ese si-
tio. De manera similar, B cree que es mejor apostar siete a tres (es decir $7 contra $3)
para el mismo resultado. De esta manera, las probabilidades subjetivas de A y B se
definen como las proporciones 8/(8 + 2) y7/(7 + 3) respectivamente. En general si
las apuestas en favor de una afirmacién son de c a d, la probabilidad de ésta es
c/(c + d).

2.5 Desarrollo axiomatico de la probabilidad

Para formalizar la definicion de probabilidad, a través de un conjunto de axiomas,
se repasaran brevemente los conceptos basicos de la teoria de conjuntos (o eventos),
sobre los cuales se fundamenta la definicion formal de probabilidad. Esta definicién
es tan general que permite incorporar las distintas interpretaciones de la probabili-
dad, mencionadas anteriormente.

La coleccion de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio es im-
portante en la definicién de la probabilidad. Para definir esta coleccion considérense
los siguientes experimentos: el nimero de reservaciones no canceladas para un
vuelo, el nimero de llegadas a un servicio o la duracion de un determinado compo-
nente. Todos son ejemplos de fendmenos impredecibles con un determinado niimero
de posibles resultados. El nimero de reservaciones no canceladas puede ser cual-
quier entero positivo no mayor que el niumero de asientos del avion; el numero de
llegadas puede ser, tedricamente, cualquier entero positivo sin ningln limite, y la du-
racién de un componente puede ser cualquier niamero real positivo. Lo anterior
lleva, de manera inmediata, a la siguiente definicion:

Definicién 2.3 El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio recibe el nombre de espacio muestral.

El conjunto de todos los posibles resultados puede ser finito, infinito numerabie
o infinito no numerable. Por ejemolo, el nimero de reservaciones sin cancelar cons-
tituye un espacio muestral finito, dado que este niimero nunca excedera la capacidad
del avidn, que es finita. El nimero de llegadas al servicio constituye un espacio
muestral infinito numerable, dado que es posible colocar ios resultados en una co-
rrespondencia uno a uno con los enteros positivos, que constituyen un conjunto
infinito pero numerable. La duracién de una componente constituye un espacio
muestral infinito innumerable, dado que ésta puede ser cualquier niimero real positi-
vo. En este momento, es conveniente dar las siguientes deﬁn1c1ones
Definicién 2.4 ' Se dice que un espacio muestral es discrefo si su resultado puede
ponersc ‘en una con'espondencla uno a.uno con el conjunto de los enteros positivos.
Definicién 2. 5 i1.Se dice que un espacio muestral es cormnuo sx sus resultados consxs-
tefi'de v mtervalo de nimeros reales. ™ © -~ ¥ N

N

f

Con respecto a los resultados de un espacio muestral, se puede estar particular-

mente interesado en un subconjunto de éstos. Por ejemplo, un gerente de cierta linea
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aérea desea saber si el nimero de reservaciones sin cancelar es menor que cinco, o
bien un comprador de baterias desea saber si éstas tendrn una operacién normal
mayor de 40 horas. De esta manera, se tiene la siguiente definicion:

Definicion 2.6 Un evento del espacio muestral es un grupo de resultados conteni-
dos en éste, cuyos miembros tienen una caracteristica comin.

Por caracteristica comin debe entenderse que Unicamente un grupo de resulta-
dos en particular satisface la caracteristica y los restantes, contenidos en el espacio
muestral, no. Se dice que ha ocurrido un evento si los resultados del experimento
aleatorio incluyen a algunos de los que definen al evento. En este contexto, el espa-
cio muestral, evento en si mismo, puede entenderse como un evento seguro, puesto
que se tiene un 100% de certidumbre de que ocurrird un resultado del espacio
muestral cuando el experimento se lleve a cabo. Para completar se dan las sngunentes
definiciones:

Definicion 2.7 El evento que contiene a ningiin resultado del espacio muestral re-
cibe el nombre de evento nulo o vacio.

Deberan recordarse algunas definiciones de la teoria de eventos. Sean E, y E,
cualesquiera dos eventos que se encuentren en un espacio muestral dado denotado

por S.

Definicion 2.8 El evento formado por todos los posibles resultados en E, 0 E; 0 en
ambos, recibe el nombre de la unién de E 1Y E, y se denota por E; U E,.

Definicion 2.9 El evento formado por todos los resultados comunes tanto a E,
como a E, recibe el nombre de interseccion de E, y E, y se denota por E, N E,.

Definicién 2.10 Se dice que los eventos E, y E, son mutuamente excluyehtes o dis-
Juntos si no tienen resultados en comun; en otras palabras E, N E, = @ = evento
vacio.

Definicién 2.11 Si cualquier resultado de E, también es un resultado de E, , se dice
que el evento E, esta contenido en E,, y se denota por E, C E,.

Definicién 2.12 El complemento de un evento E con respecto al espacio muestral
S, es aquel que contiene a todos los resultados de S que no se encuentran en E, y se de-
nota por E.

Las definiciones anteriores pueden demostrarse de manera grafica mediante el
uso de los diagramas de Venn, como se muestra en la figura 2.1.

Como ejemplo, considérese el experimento de lanzar un dado; espacio
muestrales S (1, 2, 3, 4, 5, 6). Se definen los'eventos E, = (2, 4;°6); E;~=% (1 3),
y E; = (2, 4). Es fhcil verificar que E, U E; = (1,2, 3,4, 6)/E;' N E; = (2,
4, E N Ez = ¢ E; se. encuentra completamente contemdo en E, y Ez =
2,4,5,6)." o : R LT TP IE RS ROV B
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FIGURA 2.1 Diagramas de Venn que ilustran a) la union de dos eventos; b) la interseccion
de dos eventos; ¢} eventos mutuamente excluyentes, d) un evento contenido en otro, ¥ ¢} un
evento y su complemento

La probabilidad es un niimero real que mide la posibilidad de que ocurra un re-
sultado del espacio muestral, cuando el experimento se lleve a cabo. Por lo tanto, la
probabilidad de un evento también es un numero real que mide la posibilidad colec-
tiva, de ocurrencia, de los resultados del evento cuando se lleve a efecto el experi-
mento. A continuacion se da la definicién axiomatica de la probabilidad.

Definicién 2.13 Sean S cualquier espacio muestral y E cualquier evento de éste. Se
llamaré funcion de probabilidad sobre el espacio muestral S a P(E)si satisface los si-
guientes axiomas:

1. P(E)Y=0
2. P(S) =
3. Si, para los eventos E|, E,, E;, ...,
E.NE; =@ paratodai # j, entonces
PE,VEY ) = P(E) + PE) + -+
La razé6n de estos tres axiomas se convierte en aparente cuando, por ejemplo, se
recuerda la interpretacion de la probabilidad como una frecuencia relativa. Es decir,

la probabilidad de un evento refleja la proporcién de veces en que ocurrira cuando el
experimento se repita. Los axiomas tambijén son evidentes para la interpretacién
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subjetiva de la probabilidad, dado que para ésta cualquier grado de creencia se con-

. vierte en’ una proporciébn. De ahi que las probabilidades exhiban las caracteristicas

de las proporciones, en las que la probabilidad es un namero entre cero y uno, y
dado que es forzoso que ocurra un resultado cuando se lleva a efecto un experimen-
to, la probabilidad de S es uno. Ademas si no hay ningiin resultado en comin entre
dos eventos By E,,la probabilidad de que ocurra E,0E,esigualala proporcion de
véces en que ocurre E; mas la proporcion de veces en que ocurra E,.

"En seguida se demostrarén algunas de las consecuencias de estos tres axiomas.

Teorema 2.1 P(ﬂ) =

Demostracion:
SUp=5 y sng=4g
Por el axioma 3,
\ P(S U ) = P(S) + P@);
pero por el axioma 2, P(S) = 1, y de esta manera P(§f) =

Teorema 2.2 Para cualquier evento E C S, 0 < P(E) <

Demostracion: Por el axioma 1, P(E) = 0; de aqui que s6lo es necesario pro-
“bar que P(E) < 1.

EUE=S y ENE=4.
Por los axiomas 2 y 3,
; P(EUE) = P(E) + P(E) = P(S) =
dado que P(E) = 0, P(E) <

El axioma 3 da la probabilidad de la unién de dos eventos disjuntos. Por otro
esta porciobn de la suma de P(A) y P(B). El teorema se reduce al axioma 3 cuando
la probabilidad de la unién de dos eventos que no son, necesariamente, disjuntos?
Para dar respuesta a las preguntas anteriores se enuncia el siguiente resultado gene-
ral, el que usualmente recibe el nombre de regla de adicion de probabilidades.

Teorema 2.3 Sea S un espacio muestral que contiene a cualesquiera dos eventos A4
y B; entonces,

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
Aun cuando no se pretende dar aqui una demostracion formal del teorema, éste

es intuitivamente razonable. P(4) y P(B) reflejan el namero de veces en que ocurri-
ran los resultados de A y B, respectivamente. Sin embargo, y teniendo en cuenta lo
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anterior, los resultados comunes serdn contados dos veces con la necesidad de restar
esta'porcidn de la suma de P(A) y P(B) El teorema se reduce. al ax10ma 3 cuando
los eventos son d:sjuntos RPN e - : O AR

LAy R E— : Loas
B ,,,'_ : i ! . i

Ejemplo 2.1  Un sistema contiene dos componentes A y B, y se conecta de ma-
nera que éste funciona si:cualesquiera de las componentes funciona. Se sabe que la
probabilidad de que A funcione es P(A) = 0.9 ylade Bes P(B) = 0.8 y la probabi-
lidad de ambos es P(A N B) = 0.72. Determinar la probabilidad de que el sistema
funcione.

La probabilidad de que el sistema trabaje es igual a la probabilidad de la unién
entre A y B; de esta manera,

P(AU B) = P(A) + P(B) - PANB)
=09 + 0.8 - 0.72 = 0.98.

2.6 Probabilidades conjunta, marginal y condicional

En esta seccibn se examinan los conceptos de probabilidad conjunta, marginal y
condicional, y se desarrolla la ley de multiplicacion de probabilidades. Considérese un
experimento en el que se elige aleatoriamente una persona adulta que viva en una
ciudad con n personas adultas, y se anotan sus caracteristicas con respecto a su habi-
tos de fumador y su sexo. Sea el espacio muestral la poblacion de adultos de la
ciudad, que se divide en los siguientes eventos disjuntos: fumador A, y no fumador
A,, hombre B, y mujer B,. Los eventos en S pueden representarse como se muestra
en la tabla 2.3.

Como ejemplo, notese que n,, de los n adultos son hombres que fuman, por lo
que son poseedores de los atributos A, y B,. Supdngase que se desea determinar la
probabilidad de ocurrencia simultanea de los eventos A, y B,. Mediante el empleo de
la interpretaciébn de frecuencia relativa, puede argumentarse que, dado que exacta-
mente n;, de los n adultos poseen ambos atributos, A, y B,, la probabilidad es n,,/n.
Esta altima recibe el nombre de probabilidad conjunta puesto que se insiste en la
probabilidad de resultados comunes a ambos eventos 4, y B,. Por lo tanto la proba-
bilidad de los eventos A4, y B, esta dada por

TABLA 2.3 Clasificacion de n adultos mediante su sexo y habitos de fumadores
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Supbngase que ahora el interés recae en determinar la probabilidad:A,, sin consi-
derar cualquier otro evento B; del espacio muestral S. Para especificar, supbngase
que se necesita la probablhdad del evento A,. Haciendo uso de nuevo de la interpre-
tacioén de frecuencia relativa, el niimero total de personas no fumadoras (Az) €s n,,
+ ny;de esta nmanera se tiene . - o

P(&) = (ny + ny)/n.

Este tipo de probabilidad se conoce como marginal porque para determinarla se ig-
noran una o mas caracteristicas del espacio muestral. De lo anterior se sigue que

2

PA) = D, n/n,

j=1
pero dado que
P(A, ﬂ BJ) = n,-j/n,

2
P(4,) = D P(A; N B)).

Jj=1

En otras palabras, la probabilidad marginal de un evento A; esigual a la suma de las
probabilidades conjuntas de A; y B;, donde la suma se efectiia sobre todos los even-
tos B;. De manera similar la probabilidad marginal de B; esta dada por

2
P(B)) = D, P(A;N B).

En este punto yadebe ser obvia la extension para incluir mas de dos eventos disjuntos.

Finalmente, supongase que el interés recae en determinar la probabilidad de un
evento A;, dado que ha ocurrido el evento B;. Por ejemplo, regresando a la tabla
2.3, supongase que se ha elegido aleatoriamente una mujer adulta. (B,) Ahora bien,
icual es la probabilidad de que fume? Una vez mas, el argumento descansa sobre la
interpretacion de frecuencia relativa. Sin embargo, una vez que el evento ‘‘mujer”
ha ocurrido, éste reemplaza a S como el espacio muestral de interés. Por lo tanto, la
probabilidad de tener un fumador (A,) es el nimero de mujeres que fuman (#,,)
entre el namero total de estas(n,, + n,,).Por lo tanto

P(A\|By) = npp/(ni; + ny),

donde la barra vertical se lee como ‘‘dado que’’ y separa al evento A,, cuya probabi-
lidad esta condicionada a la previa ocurrencia del evento B,. Esta recibe el nombre
de probabilidad condicional de A, dada la ocurrencia de B,. En general, se tiene que

v

2
P(AB) = ny/ 3 ny, 2.1
i=1
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y por simetria, - o oot uinsiesmng o wnos elo n ot wsteear e

N L

P(BJ,A) -"n,/E Moo i sivn

J‘l IR R ’1 R

Al dividir el numerador y denommador del miembro derecho de (2. l) poi' n, se tiene

" P(A{B)) ——"’/L,

E ij/n

i=1

pero
P(A, N Bj) = n,'j/n '
y
2
P(B)) = E ny/n;
i=1
por lo tanto
P(A; N B))
1B) = —L 7 ) > 2.3
P(A|B)) PB) P(B)) > 0, (2.3)
y de manera equivalente
P(A; N B))
L ) >0. 2.4
(BJA;) = PA) P(A) >0 (2.49)

Para definir las probabilidades conjunta, marginal y condicional se ha empleado
un ejemplo especifico en el que el espacio muestral contiene inicamente un niamero
finito de resultados. Sin embargo, las definiciones dadas aqui son completamente
generales y pueden extenderse para incluir cualquier espacio muestral ya sea discreto
o continuo. Con base en lo anterior se define de la siguiente manera.

Definicion 2.14 Sean Ay B cualesquiera dos eventos que se encuentran en un espa-
cio muestral S de manera tal que P(B) > 0. La probabilidad condicional de A al
ocurrir el evento B, es el cociente de la probabilidad conjunto de A y B con respecto
a la probabilidad marginal de B; de esta manera se tiene

P(ANB)

P(A|B) = PB)

P(B) > 0. (2.5)

La relacion entre (2.5) puede escribirse como un producto, lo que da como resul-
tado la regla de multiplicacion de probabilidades, dada por

P(A N B) = P(B)P(A|B). (2.6)

5.
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Por sxmetria, Ia probablhdad condxclonal de B dada la ocurrencia de A eg it i

De esta manera Se tiene
~ P(AN B)y= PAPBIA)
que es otra version de la 'regla de mixltiplicacién, Ia que implica que
P(A)P(BIA) P(B)P(A|B). ‘ _ @.7

La definicion 2.14 puede extenderse para incluir cualquier nimero de eventos
que se encuentren en el espacio muestral. Por ejemplo, puede demostrarse que para
tres eventos 4, By C

_PANBNC)
\ P(A]B NC) = ———————-——P(Bn 0 PBNC)>0 (2.8)
y
' PANBNC) :
P(A N B|C) T’ P(C) > 0. 2.9

Los siguientes ejemplos ilustraran los conceptos presentados en esta seccion.

Ejemplo 2.2 A los habitantes de una gran ciudad se les hizo una encuesta con el
proposito de determinar el niimero de lectores de Time y Newsweek. Los resultados
de la encuesta fueron los siguientes: 20% de los habitantes leen el Time, el 16% lee el
Newsweek y un 1% lee ambos semanarios. Si se selecciona al azar a un lector de
Time, ;cudl es la probabilidad de que también lea el Newsweek?

Sean A y B los eventos que representan el nimero de lectores del Time y News-
week respectivamente; dado que P(A) = 0.2, P(B) = 0.16y P(A N B) = 0.01,

P(B|A) = 0.01/0.2 = 0.05.

Por otra parte, también puede determinarse la probabilidad de que un lector del
Newsweek lea también el Time; esto es

P(A|B) = 0.01/0.16 = 0.0625,
y se verifica la relacion P(A)P(B|A) = P(B)P(A[B), o (0.2)(0.05) (0.16)(0.0625).

Ejemplo 2.3 Muchas instituciones bancarias emplean modelos computarizados de
crédito con el proposito de dar un determinado puntaje a todas las solicitudes
de prestamo Este puntaje se emplea como una ayuda para decidir cuando se otorga
el prestamo Supodngase que el 3% de todos los préstamos que se otorgan presentan
problemas por incumplimiento de pago y que los modelos de crédito son precisos en




40 Conceptos en probabilidad .

un 80% al predecir menos créditos. Si el 85% de todas las solicitudes reciben pun-
tuaciones favorables por los modelos computarizados y se les otorga el préstamo,
determinar la probabilidad de que una solicitud que recibe una puntuacién favo-
rable y a la que se le otorga el préstamo, no presente ningiin problema para el pago
de éste. A

Sea A el evento incumplimiento de pago y B la puntuacién favorable. Del
enunciado del problema se tiene que P(4) = 0.03, P(B) = 0.85y P(B|A) = 0.8, en
donde A es el complemento de A4, es decir, el evento cumplimiento de pago. Lo que
se busca es la probabilidad condicional de que no exista ningin problema en el pago
del préstamo, dado que la solicitud obtuvo una puntuacion favorable, o P(A|B).
Usando la relacion (2.7), se tiene

P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A),

P(A)P(BJA)
PB)

y dado que P(4) = 0.97, la probabilidad deseada es P(4|B) = 0.9129.

P(A|B) =

Ejemplo 2.4 Una planta recibe reguladores de voltaje de dos diferentes proveedo-
res, B,y B;; el 75% de los reguladores se compra a B, y el resto a B, . El porcentaje
de reguladores defectuosos que se reciben de B, es 8% y el de B, es 10%. Determinar
la probabilidad de que funcione un regulador de voltaje de acuerdo con las especifi-
caciones (es decir, el regulador no esta defectuoso).

Sea A el evento el regulador de voltaje es no defectuoso. Es claro que ningin re-
gulador de voltaje puede ser vendido tanto por B, como por B;; por lo tanto B, y B,
son disjuntos. Esto da como resultado

P(A) = PANB) + P(ANB,),

pero
P(A N B,) = P(B,)P(A|B,)

P(A N B,) = P(B,)P(A|B,),

en donde se conocen P(B,) = 0.75, P(B,) = 0.25, P(A|B)) = 0.92, y P(A|B,) =
0.9; sustituyendo

P(A) = P(B,)P(A|B,) + P(B,)P(A|B,)
= (0.75)(0.92) + (0.25)(0.90) = 0.915.

Notese que en el ejemplo 2.4 se tienen Gnicamente dos proveedores, B, y B,.En
general, si existen » alternativas disjuntas B, B, ... B , la probabilidad total de un

BI* BZv ceey Brn
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~ resultado ﬁnﬂ, por ejemplo A4, esta dada por - -

" P(A) = X P(B)P(AIB). (2.10)
i=l

N

AN
\

2.7 Evgntos estadisticamente independientes

Al considerar la probabilidad condicional de algin evento A, dada la ocurrencia de
otro evento B, siempre se implica que las probabilidades de A y B son de alguna ma-
nera dependientes entre si. En otras palabras, la informacién con respecto a la
ocurrencia de B afectar4 la-probabilidad de A. Supbngase que la ocurrencia de B no
tiene ningln efecto sobre la probabilidad de A, en el sentido de que la probabilidad
condicional P(A|B) esigual a la probabilidad marginal P(A), aun a pesar de que ha-
ya ocurrido el evento B. Estasituacion origina un concepto muy importante que se
conoce como independencia estadistica.

Definicion 2.15 Sean A y B dos eventos cualesquiera de un espacio muestral S. Se
dice que el evento A es estadisticamente independiente del evento B si P(A|B) = P(A).

~ Algunas consecuencias de la definicion 2.15 se convierten en evidentes en este
momento, dado que

_ PAN B)
si A es independiente de B,
PANB
P(A|B) = P(A) = -—%’W)

P(A N B) = P(A)P(B).
Ademas, puesto que
P(A N B) = P(A)P(BlA),
entonces ' k

P(A)P(B) = P(A)P(B|A)

P(B) = P(BJA).

Por lo tanto, puede concluirse que si un evento A es estadisticamente independiente
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de B, entonces el evento B es independiente de A4 y se verifican las tres relaciones-si-
guientes: : S A

v :
i,

RS Fa1 S B

2. P(B|A) = P(B), y
' 3. P(A N B) = PAP(B).

Con la siguiente definicion se extendera el concepto de independencia estadistica.

Deﬁniéibn 2.16 Los evento.;Al, A, ... A, de un espacio muestral S son estadistica-
mente independientes si y solo si la probabilidad conjunta de cualquier 2, 3 ... k de
ellos es igual al producto de sus respectivas probabilidades marginales.

Ce ;ia manera, los eventos A, B y C son estadisticamente independientes, si y

solo si

1. P(A N B) = P(A)P(B),

2. P(A N C) = P(A)P(C),

3.PBNC) = PBPIC), ¥

4. AN BN C) = P(A)P(B)P(C)
Ejemplo 2.5 Un sistema contiene cinco componentes que se encuentran conectadas
entre si como se muestra en la figura 2.2, donde las probabilidades indican la seguri-
dad de que la componente funcione adecuadamente. Si se supone que el funciona-

miento de una componente en particular es independiente del de las demas, ;cual es
la probabilidad de que el sistema trabaje?

P(B)=0.90 P(D)=10.93

—O— o
___<,D___ I
P(4)=0.98

P(C)=0.95 P(EY=0.97

FIGURA 2.2 Configuracion de un sistema con cinco componentes
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* Establecida la suposicién de independencia, el sistema puede trabajar si las conid
ponentes A yBy/o C,'y Dy/o E lohacen. De esta manera, la probablhdad de que el' ‘
sistema trabaje, P(F) puede expresarse como R 2

“ P(Fy= PAPBUCPDUE): . .

pero ndtese que "PBUC)=1- PBPC)y PDUE) = l — P(D)P(E’),»:ff
porque, por ejemplo P(B)P(C) es la probabilidad de que no trabaje la componcnte
By tampoco la C. Por lo tanto,

 P(F) = (0.98)(0.995)(0.9979) = 0.973.

;

2.8 El teorema de Bayes

Recuérdese el ejemplo 2.4. Supongase que cuando se reciben los reguladores de vol-
taje se almacenan de manera tal que no puede distinguirse el proveedor. Ademaés, su-
pongase que se desea determinar la probavilidad de que un regulador en particular
fue vendido por el proveedor B, cuando se sabe que funciona de acuerdo con las es-
pecificaciones. En este caso se busca la probabilidad condicional de B, dada la
ocurrencia del evento.A. Por lo tanto

_ P(B,N A)
P(B,|A) = )
pero
' P(B, N A) = P(B,)P(A|B;)
y
_ P(B)P(A|B,)
P(B,|A) = P
asi que,
(02509
P(B,|A) = o015 - 0.2459.

Se puede generalizar el método empleado para resolver este problema, con el fin
de originar el teorema de Bayes.

Teorema 2.4 Si B,, B,, ..., B, son n eventos mutuamente excluyentes, de los
cuales uno debe ocurrir, es decir Z7_, P(B;) = 1, entonces
P(B)P(A|B
P(BJA) = DA B) ;- L2, .., n Q.11

2 P(B;)P(A|B;)

i=1

La expresion dada por (2.11) fue desarrollada por el reverendo Thomas Bayes
(1702-1761) y se conoce como teorema de Bayes. A primera vista no €s mas que
una aplicacion de las probabilidades condicionales. Sin embargo, ha sido clave en el
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desarrollo de la inferencia estadistica bayesiana en la,que se emplea-la interpreta-
cion subjetiva de la probabilidad. Tal como se indic en el capitulo uno, la inferen-
cia bayesiana no se tratara con detalle en este libro, Sin embargo, se consideraran,
algunas cuestiones bayesianas de vez en cuando, de manera que el lector pueda obte-
ner una mejor perspectiva de la inferencia estadistica. Los mgmentw son ejemplos del
anélisis bayesiano.

3

Supdngase que un investigador conduce un expenmento en el que sabe que el re-

sultado de interés estara afectado por cualquiera de las n alternativas B,, B, ... B,
que predomine. A pesar de que no esta seguro cull de todas las alternativas predo-
minard, posee cierta informacion con base en la cual esta dispuesto a formular un
juicio subjetivo para las probabilidades de ocurrencia de las n alternativas. De esta
forma, asigna probabilidades P(B)), P(B,) ... P(B,) para las n alternativas antes de
obtener cualquier evidencia experimental. Dado que estas probabilidades reflejan el
juicio o graao de creencia del investigador con respecto a las ocurrencias de B,, B, ...
B,, antes de que éstas se presenten se conocen como prorabilidades a priori. Con
ello el investigador obtendra una evidencia experimental a partir de un conjunto de
datos que se denota por A, y se observa bajo una alternativa especifica B;. En este
momento se pueden calcular las probabilidades condicionales P(A|B;). Estas permi-
tiran la determinaciéon de la probabilidad B; dada la evidencia experimental A, me-
diante el empleo del teorema de Bayes. Las probabilidades condicionales P(Bj|A), J
=1, 2, ..., n se conocen como probabilidades a posteriori porque se determinan
una vez obtenida la evidencia experimental. Por lo tanto, las probabilidades P(B,A)
reflejan el grado de creencia corregido con respecto a las alternativas B,, B, ... B,
después de obtener los datos experimentales.

Ejemplo 2.6 Durante los ultimos afios se ha escrito mucho sobre la posible rela-
ciébn entre el fumar y el cancer pulmonar. Supdngase que en un centro médico, de to-
dos los fumadores de quienes se sospecha que tenian cancer pulmonar, el 930% lo tenia
mientras que Gnicamente el 5% de los no fumadores lo padecia. Si la proporcion de
fumadores es de 0.45, ;cual es la probabilidad de que un paciente con cancer pulmo-
nar, seleccionado al azar, sea fumador?

Sean B, y B, los eventos *‘el paciente es fumador’’ y *‘el paciente es no fumador”
respectivamente, y sea A el evento ‘‘el paciente tiene cancer pulmonar’’. B,y B, son
las alternativas que pueden predominar. Se supone que las probabilidades a priori,
para estas dos alternativas, son 0.45 y 0.55 respectivamente. Si un paciente tiene o
no cancer pulmonar puede estar afectado por cualquiera de las dos alternativas que
predominen y que constituyen la evidencia experimental. Se sabe que P(A|B,) = 0.9
y P(A|B,) = 0.05. Se desea determinar la probabilidad a posteriori de selec-
cionar un fumador, puesto que el paciente tiene cancer, o P(B)|A).

Del teorema de Bayes se tiene

P(B))P(A|B))
P(B\)P(A|B,) + P(B,)P(A
_ (0.45)(0.9)

(0.45)(0.9) + (0.55)(0.05)

= 0.9364.

P(B)|A) =

B,)
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La probablhdad de que un paciente con cé.ncer pulmonar, Seleecwnadofaleato-
rlamente sea. fumador es de 0.9364.. - o . v

Vi D9 N it i ;
Ejemplo 2.7 Una compaﬁia estudxa la comerclahzacn'm de un nuevo producto

El presidente de la compafiia desea que el producto sea superior al de su més cercano
competldor Con base en una evaluacién prehmma.r que realizb el personal clave, se
decide asignar una pomblhdad del 50% de que el producto sea superior ‘al ofrecido
por el competidor, 30% de que tenga la misma calidad y un 20% de que sea inferior.
Un estudio de mercado sobre el producto concluye que éste es superior al del compe-
tidor. Con base en la experiencia sobre los resultados de las encuestas, se determina
que si el producto realmente es superior, la probabilidad de que la encuesta alcance
la misma conclusi6n es 0.7. Si el producto tiene la misma calidad que el del competi-
dor, la probabilidad de que }a encuesta dé como resultado un producto superior es
0.4. Si el producto es inferior, la probabilidad de que la encuesta indique un produc-
to superior es de 0.2. Dado el resultado de la encuesta, ;cuél es la probabilidad,
corregida, de obtener un producto superior?

" Este es un ejemplo en el que ilustra como una organizacion puede actualizar y re-
visar las probabilidades iniciales al tener disponible nueva informacién. Sean B,, B,
y B; los eventos el producto es superior, tiene la misma calidad y es inferior al del
competidor, respectivamente. Las probabilidades a priori correspondientes son 0.5,
0.3 y 0.2. Sea A el evento *‘la encuesta revelara un producto superior’’. Las proba-
bilidades condicionales que involucran una evidencia experimental son P(A|B,) = -
0.7, P(A|B,) = 0.4y P(A|B;) = 0.2. La probabilidad a posteriori P(B,|A) desea-
da es:

P(B))P(A|B,)
P(B\)P(A|B\) + P(B,)P(A|B;) + P(B3)P(A|B;)

= 0.6863.

P(B)|A) =

2.9 Permutaciones y combinaciones

Para calcular las probabilidades de varios eventos es necesario contar el nimero de
resultados posibles de un experimento, o contar el nimero de resultados que son fa-
vorables a un evento dado. El proceso de conteo puede simplificarse mediante el
empleo de dos técnicas de conteo denominadas permutaciones y combinaciones.

Una permutacién es un arreglo en un orden particular, de los objetos que forman
un conjunto. Por ejemplo, considere las diferentes formas en que pueden situarse las
letras a, by c. Para la primera posicion puede elegirse a cualquiera de las tres letras;
para la segunda se puede escoger a cualquiera de las dos restantes y para la tercera
debe seleccionarse la letra que no se utilizd. Asi existen3 X 2 X 1 = 6 maneras en las
que pueden arreglarse tres letras. Los seis arreglos o permutaciones son:

abc, ach, bac, bca, cab, cba.
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empleando el mismo razonamiento, el nimero total de maneras en que pueden
arreglarse las letrasa, b, cydes4 X 3 X 2 x 1 = 24. En general, el numero de per-
mutaciones de 7 objetos diferentes es: -

n(n — D(n — 2) -~ Q)1). - 2.12)

El pfoducto de un eritero positivo por todos los que le preceden se denota por n/
y see lee “‘n factorial”’. Por éjemplo, 2! =2 X 1 =2,31 =3 x2 X 1=6,4! =4
X 3 x 2 x 1 = 24, etc. Nétese que de (2.12) se tiene:

nn — D! =n!

(n — 1! = nYn.

De esta manera, cuando n = 1, se definea 0! = 1.

En este punto se examinaran las permutaciones de 7 objetos, si inicamente r < n
de éstos se emplean en cualquier ordenamiento. Igualmente, para la primera posi-
cion se puede seleccionar cualquiera de los n objetos, para la segunda uno de los res-
tantes n — 1, y se continia el procedimiento hasta la r-ésima posiciébn. En este
momento se han empleado r — 1 objetos, quedando n — (r — 1), a partir de 10s cuales
se hace la seleccion. Por lo tanto, el nimero de permutaciones de n objetos si se toma
r a la‘vez es:

Pn,n*=nn—Dn—-2(—-r+1)

nn-NDn—-2)(n-r+ Dn-n!
(n -

T

n!
T -0 | (2.13)

Notese que si r = n, (2.13) se reduce al resultado anterior P(n, n) = n!, o el niimero
de permutaciones de n objetos, tomando n a la vez, es n/.

Ejemplo 2,8 En muchos Estados de la Union Americana, las placas de los automé-
viles, se identifican por tres letras y tres nimeros. ;Cual es el nimero total si ningu-
na letra de placas posible puede usarse mas de una ocasion en la misma placa? ;Cual
es el nimero total sin esta restriccion?

Con la restriccion, el nimero de permutaciones que puede obtenerse con las 26
letras del alfabeto, tomadas tres a la vez, es:
26! 26 x 25 x 24 x 23!

P(26, 3) = T 23 = 15 600.

* Esta es una de las muchas formas de denotar el nimero de permutaciones de n objetos tomando r a la
vez. Otros simbolos empleados son ,P,, P7, P,, ¥ (n),.
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Dado que a cada uno de los 15 600 arreglos de tres letras se les puede asignar 1 000
diferentes nameros de tres digitos (000-999), el nimero total de placas es de
15 600 000. Sin 1a restriccidn, que es la practica usual, las seis posiciones en una
placa de automévil pueden ocuparse de la siguiente forma: cada una de las tres pri-
meras posiciones puede ocuparse de 26 maneras diferentes, mientras que cada una
de las tres posiciones restantes puede ocuparse-en una de diez formas posibles; dado
que existen 26 letras y diez nmeros, respectivamente. De esta manera el ntimero to-
tal de placas de automévil es 26 X 26 x 26 x 10 X 10 x 10 = 17 576 000.

Una combinacién de los objetos de un conjunto es una seleccién de éstos sin im-
portar el orden. Se entendera por el nimero de combinaciones de r objetos tomados
de un conjunto que contiene a n de éstos, al nimero total de selecciones distintas en
las que cada una de éstas contiene r objetos. La diferencia entre una permutacién y
una combinacion es que en la primera el interés se centra en contar todas las po-
sibles selecciones y todos los arreglos de éstas, mientras que en la segunda el interés
solo recae en contar ¢i1 numero de selecciones diferentes. De esta manera abc y acd
~on diferentes combinaciones de tres letras, mientras que acd y adc son distintas per-
mutaciones de la misma combinacién. Puede obtenerse el nimero de combinaciones
de n objetos tomando r a la vez (denotada por (}) y que se lee ‘‘n combinacién r’”),
dividiendo el correspondiente niamero de permutaciones por r/ dado que en cada
combinacion existen r/ permutaciones. Por lo tanto: '

(:’) = P(n, r)/r!

n!
= (_n——_r)'—r' (2.14)

De (2.14) puede notarse que:

(-
n]  (n-ntn

(-
0/ (n-o0po

n'

By N
n—1 [n = (n— D)in - 1! ’

(n)_ n! _{n
n—rl [n—(-nln-n" \r/)

Dos ejemplos especificos son:

s\ 5! _5x4x3!_10
2) =220 32t T

* Otros simbolos comfinmente empleados para denotar el niimero de combinaciones de n objetos, toman-
do r a la vez, son C(n,r), .C,, C;, ¥y C,,.
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y . s . . . : ' e

10) _ {10y _ 100 10x9x8 _
\8/ \2/ ao-2p2t~ 8121 ° '

)

Ejemplo 2.9 Supbngase que van a enviarse cinco jueces federales a cierto Estado.
El jefe del senado estatal envia al presidente una lista que contiene los nombres de
diez hombres y cuatro mujeres. Si el presidente decide que de los cinco jueces tres de-
ben ser hombres y dos mujeres ;de cuantas maneras puede lograrse lo anterior,
empleando a los candidatos de Ia lista?

El nimero de maneras distintas en que pueden seleccionarse tres hombres de
entre diez es:

= 120.

10 _le9x8x7!
3/ 7' 3!

Asimismo, el nimero de maneras en que pueden seleccionarse dos mujeres de entre

cuatro es: o
4y _4x3x2_
7 TF T

Puesto que el nimero de maneras en que pueden seleccionarse tres hombres de entre
diez es 120, y el de dos mujeres de entre cuatro es seis, el nimero de maneras en que
ambos eventos pueden ocurrir es:

(9
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Ejercicios

2.1. Los empleados de la compaiiia New Horizons se encuentran separados en tres divi-

siones: administracion, operacion de planta y ventas. La siguiente tabla indica el niime-
ro de empleados en cada division clasificados por sexo:

Mujer (M) Hombre (H) Totales

Administracion (A) 20 30 50
Operacion de planta (0) 60- 140 200
Ventas (V) 100 50 150
Totales 180 220 400

pron
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Ejercicios 49

a) Usar un diagrama de Venn para ilustrar los eventos O y M para todos los empleados
de la compafiia. ;Son mutuamente excluyentes?
b) Si se elige aleatoriamente un empleado: BLD e
1. ¢Cuél es la probabilidad de que sea mujer? - -
2. ¢Cual es la probabilidd de que trabaje en ventas?
3. ;Cudl es la probabilidad de que sea hombre y trabaje en la dmsnon de adminis-
tracion?
4. ;Cudl es la probabilidad de que trabaje en la dmsnon de operacxén de planta, sies
mujer?
5. ;Cudl es la probabilidad de que sea mujer si trabaja en la division de operacion de
planta? -
¢) (Son los eventos V'y H estadisticamente independientes?
d) ;Son los eventos A y M estadisticamente independientes?
e) Determinar las siguientes probabilidades:

1. P(A U M) 3. PO N F)
2. PAUM ' 4. P(M|A)

Con la definicion 2.14 demuéstrese que para cualesquiera dos eventos, A y B, P(A|B) +
P(A|B) =1, con tal de que P(B) # 0.

Sean A y B dos eventos cualquiera de S. Si 4 y B son mutuamente excluyentes, muéstre-
se que no pueden ser independientes. Dediizcase cuando dos eventos independientes
son, también, mutuamente excluyentes.

Sean A y B dos eventos cualquiera de S. Empléese un diagrama de Venn para demos-
trar que P(A N B) = P(A) — P(A N B).

Una familia tiene tres hijos. Determinar todas las posibles permutaciones, con respecto
al sexo de los hijos. Bajo suposiciones adecuadas, ;cual es la probabilidad de que, exac-
tamente, dos de los hijos tengan el mismo sexo?, ;cual es la probabilidad de tener un va-
ron y dos mujeres?, ;cual es la probabilidad de tener tres hijos del mismo sexo?

Se extraen, sin reemplazo, dos cartas de una baraja. ;Cual es la probabilidad de que am-
bas sean ases?

Se lanza una moneda diez veces y en todos los lanzamientos el resultado es cara. ;Cual
es la probabilidad de este evento?, ;cual es la probabilidad de que en el decimoprimero
lanzamiento el resultado sea cruz?

Una agencia automotriz recibe un embarque de 20 automéviles nuevos. Entre éstos, dos
tienen defectos. La.agencia decide seleccionar, aleatoriamente, dos automoéviles de entre
los 20 y aceptar el embarque si ninguno de los dos vehiculos seleccionados tiene defec-
tos. ¢Cual es la probabilidad de aceptar el embarque?

Se lanza una moneda con una probabilidad de 2/3 que el resultado sea cara. Si apare-
ce una cara, se extrae una pelota, aleatoriamente, de una urna que contiene dos pelotas
rojas y tres verdes. Si el resultado es cruz se extrae una pelota, de otra urna, que con-
tiene dos rojas y dos verdes. ;Cual es la probabilidad de extraer una pelota roja?

De entre 20 tanques de combustible fabricados para el transbordador espacial, tres se
encuentran defectuosos. Si se seleccionan aleatoriamente cuatro tanques:

a) {Cual es la probabilidad de que ninguno de los tanques se encuentre defectuoso?
b) (Cual es la probabilidad de que uno de los tanques tenga defectos?
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2.11.

2.12.

2.13.

La probabilidad de que cierto componente eléctrico funcione es de 0.9. Un aparato con-
tiene dos de éstos componentes. El aparato funcionara mientras lo haga, por lo menos,
uno de los componentes. -

a) Sin importar cual de los dos componentes funcione o no, cuéles son los posibles re-
sultados y sus respectivas probabilidades? (Puede suponerse independiencia en la opera-
cion ‘entre los componentes.)

b) ¢Cual es la probabilidad de que el aparato funcione?

Un sistema contiene tres componentes 4, By C. Estos pueden conectarse en una, cual-
quiera, de las cuatro configuraciones mostradas en la figura 2.3. Si los tres componentes
operan de manera independiente y si la probabilidad de que uno, cualquiera de ellos,
este funcionando es de 0.95, determinar la probabilidad de que el sistema funcione para
cada una de las cuatro configuraciones.

Una forma de incrementar la probabilidad de operacion de un sistema (conocida como
la confiabilidad del sistema), es mediante la introduccién de una copia de los compo-
nentes en una configuraciébn paralela, como se ilustra en la segunda parte de la figu-a
2.3. Supbngase que la Nasa desea una probabilidad no menor de 0.999 99, de que el
transbordador espacial entre en 6rbita alrededor de la tierra, con éxito. { Cuantos moto-
res cohete deben configurarse en paralelo para alcanzar esta confiabilidad de operacion
si se sabe que la probabilidad de que uno, cualquiera, de los motores funcione ade-
cuadamente es de 0.95? Supodngase que los motores funcionan de manera independiente
entre si.

A B C >
A
B —
C
A
C —
B
A B -
— —
C

FIGURA 2.3 Cuatro configuraciones para tres componentes




Ejercicios 51

. 2.14. Supongase que la probabilidad de que los Potros de Baltimore ganen el campeonato de

la Conferencia Americana es de 0.25, y la probabilidad de que lo obtengan los Cargado-

“ res de San Diego es de 0.20. Ademés, la probabilidad de que el campe6n de la Conferen-

i

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

cia Americana gane el Super Taz6n es 0.45, 0.55 0 0.35, dependiendo de si los Potros,
los Cargadores o algiin otro equipo gana el campeonato. ‘

‘a) ;Cual w la probabilidad de que un equipo de la Conferencia Americana gane el Su-

per Taz6bn?
b) Siun equipo de la Conferencia Amcncana gana el Super Tazbn, jcuél es la probabi-
lidad de que los Potros de Baltimore ganen el titulo de su Conferencia?

El 5% de las unidades producidas en una fibrica se encuenttan defectuosas cuando el
proceso de fabricacion se encuentra bajo control. Si el proceso se encuentra fuera de
control, se produce un 30% de unidades defectuosas. La probabilidad marginal de que el
proceso se encuentre bajo-control es de 0.92. Si se escoge aleatoriamente una unidad y se
encuentra que es defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que el proceso se encuentre
bajo control?

Una planta armadora recibe microcircuitos provenientes de tres distintos fabricantes B,
B,y B;. El 50% del total se compra a B, mientras que a B, y B, se les compra un 25% a
cada uno. El porcentaje de circuitos defectuosos paraB,, B,y B; es 5, 10y 12% respec-
tivamente. Si los circuitos se almacenan en la planta sin importar quién fue el proveedor:

a) Determinar la probabilidad de que una unidad armada en la planta contenga un cir-
cuito defectuoso.

b) Si un circuito no esta defectuoso, ;cual es la probabilidad de que haya sido vendido
por el proveedor B,?

Un inversionista esta pensando en comprar un nimero muy grande de acciones de una
compaifiia. La cotizacion de las acciones en la bolsa, durante los seis meses anteriores, es
de gran interés para el inversionista. Con base en esta informacion, se observa que la
cotizacion se relaciona con el producto nacional bruto. Si el PNB aumenta, la probabili-
dad de que el valor de las acciones aumente es de 0.8. Si el PNB es el mismo, la probabi-
lidad de que las acciones aumenten su valor es de 0.2. Si el PNB disminuye, la probabilidad
es de solo 0.1. Si para los siguientes seis meses se asignan las probabilidades 0.4, 0.3
y 0.3 a los eventos, el PNB aumenta, es el mismo y disminuye, respectivamente, deter-
minar la probabilidad de que las acciones aumenten su valor en los proximos seis meses.

Con base en varios estudios una compailia ha clasificado, de acuerdo con la posibilidad
de descubrir petréleo, las formaciones geologicas en tres tipos. La compafiia pretende
perforar un pozo en un determinado sitio, al que se le asignan las probabilidades de
0.35, 0.40 y 0.25 para los tres tipos de formaciones respectivamente. De acuerdo con la
experiencia, se sabe que el petroleo se encuentra en un 40% de formaciones del tipo I, en
un 20% de formaciones del tipo Il y en un 30% de formaciones del tipo III. Si la
compafia no descubre petroleo en ese lugar, determinese la probabilidad de que exista
una formacion del tipo II.




