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3.3 REGLAS DE ADICION

3-1 ESPACIOS MUESTRALES Y EVENTOS
3-1.1 Introduccién

Cuando se mide la corriente eléctrica en un alambre delgado de cobre, se estd realizando un
experimento. Sin embargo, los resultados de las repeticiones de la medicién dia con dia pueden
diferir un tanto debido a ligeras variaciones en las variables del experimento que no estdn suje-
tas a control, incluyendo los cambios en la temperatura ambiente, las ligeras variaciones en el
“manémetro (presién atmosférica) y las pequefias impurezas en la composicién quimica del alam-
bre si se seleccionan lugares diferentes, y las variaciones en la fuente de la corriente. Por consi-
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Variables
controladas
Sistema fisico
Entrada ——p Sistema ——» Salida
Mediciones Andlisis T T T T 1
Variables
Modelo de rutl’do
Figura 3-1 Iteracién continua entre modelo Figura 3-2 Las variables de ruido afectan la
y sistema fisico. transformacién de entradas en salidas.

guiente, se dice que este experimento (asi como muchos que realizamos) tiene un componente
aleatorio. En algunos casos, las variaciones aleatorias que ocurren son tan pequefias, en compa-
raci6én con los objetivos del experimento, que pueden ignorarse. Sin embargo, casi siempre estd
presente la variacién, y su magnitud puede ser lo suficientemente grande para que las conclusio-
nes importantes del experimento no sean evidentes. En estos casos, los métodos presentados en
este libro para hacer un modelo y el anélisis de los resultados experimentales son muy valiosos.

Sin importar qué tan cuidadosamente se disefie y se conduzca un experimento, es frecuente
que ocurran variaciones. Nuestra meta es comprender, cuantificar y hacer un modelo del tipo de
variaciones que se encuentran con frecuencia. Cuando se incorpora la variacion en nuestros
razonamientos y andlisis, es posible formular juicios fundamentados de los resultados que no se
invalidan por la variacién. i

Los modelos y an4lisis que incluyen la variaci6én no son diferentes de los modelos usados
en otras 4reas de la ingenierfa y las ciencias. En la figura 3-1 se muestran los componentes
importantes. Se desarrolla un modelo matematico (o abstraccién) del sistema fisico. No necesita
ser una abstraccién perfecta. Por ejemplo, las leyes de Newton no son descripciones perfectas
de nuestro universo fisico. Aun asi, constituyen modelos itiles que pueden estudiarse y anali-
zarse para cuantificar en forma aproximada el desempefio de un amplio rango de productos de la
ingenierfa. Dada una abstraccién matemadtica que esté validada con mediciones de nuestro siste-
ma, podemos usar el modelo para comprender, describir y cuantificar aspectos importantes del
sistema fisico, asi como para predecir la respuesta del sistema con las entradas.

En este libro se exponen modelos que toman en cuenta las variaciones en las salidas de un
sistema, aun cuando las variables sujetas a control no cambien de manera intencionada durante
el estudio. En la figura 3-2 se muestra la representacién grafica de un modelo que incorpora
entradas no controlables (ruido) que se combinan con las entradas controlables para producir la
salida del sistema. Debido a las entradas no controlables, los mismos ajustes de las entradas
controlables no resultan en salidas idénticas cada vez que se mide el sistema.

Para el ejemplo de la medici6n de la corriente eléctrica en un alambre de cobre, el modelo
del sistema podria ser simplemente la ley de Ohm, como se sefial6 en la seccién 1-3. Debido a
las entradas no controlables, son de esperarse variaciones en las mediciones de la corriente. La
ley de Ohm podria ser una aproximacién adecuada. Sin embargo, si las variaciones son grandes
respecto del uso previsto del dispositivo bajo estudio, quiz4 seria necesario ampliar el modelo a
fin de incluir la variacién. Muchas veces es dificil especular sobre la magnitud de las variacio-
nes sin mediciones empiricas. Sin embargo, con suficientes mediciones es posible llegar a una
aproximaci6n de la magnitud de la variacién y considerar su efecto sobre el desempefio de otros
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Corriente

>
>

Voltajc

Figura 3-3 Un examen mds detallado del sistema
identifica desviaciones del modelo.

dispositivos, tales como amplificadores, en el circuito. Por lo tanto, estamos confirmando el
modelo de la figura 3-2 como una descripcién mds conveniente de la medicién de la corriente.
En consecuencia, las técnicas que se presentan en este texto para el andlisis de modelos que
incluyen variacién, con frecuencia resultan de utilidad (véase también la figura 3-3).

Como un ejemplo mds, en el disefio de un sistema de comunicaciones, como una red de
computadoras o una red de comunicacién de voz, la capacidad de informacién disponible para
atender a los usuarios que utilizan la red es una consideracién de disefio importante. Para la co-
municacién de voz, es necesario adquirir suficientes lineas externas de la compafiia telefénica
para cumplir con los requerimientos de un negocio. Suponiendo que cada lfnea puede transmitir
una sola conversacion, ;cuéntas lineas deberdn contratarse? Si se adquieren muy pocas lineas,
las llamadas pueden retrasarse o perderse. La adquisicién de demasiadas lineas incrementa los
costos. De manera creciente, se necesita el disefio y desarrollo de productos para satisfacer los re-
querimientos del cliente a un costo competitivo.

En el disefio del sistema de comunicacién de voz, se necesita un modelo para el niimero de
~llamadas y la duracién de las mismas. Inclusive saber que en promedio las llamadas ocurren
cada cinco minutos y que duran cinco minutos, no es suficiente. Si las llamadas llegaran preci-
samente en intervalos de cinco minutos y duraran exactamente cinco minutos, entonces bastaria
una sola linea telef6nica. Sin embargo, la mds ligera variacién en el nimero de llamadas o en su
duraci6n ocasionaria que algunas llamadas fueran bloqueadas por otras (véase la figura 3-4). Un
sistema disefiado sin considerar la variacion resultard funestamente inadecuado para uso practi-
co. Es necesario que el modelo para el niimero y duracién de las llamadas incluya la variacion

Llamada 1 2 3 4

Duracién de l l l l

la llamada mmmm
0 5 10 15 ! 20

Tiempo
Minutos
Llama.(?a I 2 3 . Llamada 3 bloqueada
Duracién de l e
la 1lamada »
Tiempo 5 1 15 20

Minutos

Figura 3-4 La variacién provoca interrupciones en el sistema.
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como componente integral. El andlisis de modelos que incluyan la variaci6n es importante para
el disefio del sistema telef6nico.

3-1.2 Espacios muestrales .

'Definiéiéh .

La energia consumida en una reaccién quimica puede variar cuando el experimento se re-
pite en tiempos diferentes o en laboratorios diferentes. Se trata de un experimento aleatorio con
varios resultados. Supéngase que algunos de los componentes electrénicos de un dia de produc-
ci6n no cumplen con las especificaciones de regulacién del encendido de un sistema de alto
acabado. Al seleccionar dos piezas del lote producido ese dia tomando arbitrariamente dos
de ellas y observar si cada pieza cumple con las especificaciones de regulacién del encendido
puede considerarse un experimento aleatorio. Los resultados dependen de las dos piezas par-
ticulares que por casualidad se hayan seleccionado. Si este experimento se repitiera, podrian
escogerse dos piezas diferentes. Por consiguiente, podrian obtenerse resultados de la regulacién
del encendido diferentes. '

Para hacer el modelo de un experimento aleatorio y anallzarlo es necesario entender el

_conjunto de los resultados posibles del experimento. En la presente introducci6n a la probabili-

dad se hace uso de los conceptos bésicos de conjuntos y de las operaciones con los mismos. Se
supone que el lector estd familiarizado con estos temas.

L aAl conjunto de todos Jos resultados pombles de un expenmento i
espacio muestral del experxmento El cspauo muestral se‘ denot

Es frecuente definir el espacio muestral con base en los objetivos del anilisis.

EJEMPLO 3-1

Considérese un experimento en el que se selecciona un conector y se mide su espesor. Los
valores posibles del espesor dependen de la resolucién del instrumento de medicion, asi como
de los limites superior e inferior del espesor. Sin embargo, podria resultar conveniente definir el
espacio muestral simplemente como la recta real R,
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S=R

aun cuando no puede ocurrir un valor negativo del espesor.

Si el unico objetivo del andlisis es considerar si una pieza particular tiene espesor bajo,
medio o alto, entonces el espacio muestral podria tomarse como el conjunto de los tres re-
sultados

S = {bajo, medio, alto}

Si el tinico objetivo del andlisis es considerar si una pieza particular cumple o no con las
especificaciones de fabricacién, entonces el espacio muestral podria simplificarse al conjunto
de los dos resultados

S = {si, no}

que indica si la pieza cumple o no con las especificaciones.

e —

"EJEMPLO 3-2 _
Si se seleccionan y miden dos conectores, entonces la extensién de la recta real R llevari el
espacio muestral al plano

S=RXR
Si el tnico objetivo del andlisis es considerar si las piezas particulares camplen o no con las
especificaciones de fabricacion, entonces cualquiera de las dos puede cumplir con ellas o no. Se
abrevian si'y no como s y n. Sl el par ordenado sn indica que el primer conector cumple con las

especificaciones y el segundo no lo hace, entonces el espacio muestral puede representarse por
los cuatro resultados

S = {ss, sn, ns, nn}

Si s6lo nos interesdramos en el ndmero de piezas de la muestra que cumple con las especi-
ficaciones, el espacio muestral podria resumirse como

S={0,1,2}

Como otro ejemplo, considérese un experimento en el que el espesor se mide hasta que un
conector no cumple con las especificaciones. El espacio muestral puede representarse como

S = {n, sn, ssn, sssn, ssssn, y asi sucesivamente }
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En los experimentos aleatorios que implican seleccionar artfculos de un lote, se indica-
t4 si el articulo seleccionado se reemplaza o no antes de seleccionar el siguiente. Por ejemplo, si
el lote se compone de tres articulos {a, b, c} y el experimento consiste en seleccionar dos articu-
los sin reemplazo, el espacio muestral puede representarse como S = {ab, ac, ba, bc, ca, cb}.
Sin embargo, si los articulos se reemplazan antes de seleccionar el siguiente, se dice que el
muestreo es con reemplazo. Entonces, los resultados posibles son S = {aa, ab, ac, ba, bb, bc,
ca, cb, cc}.

3-1.3 Eventos

Con frecuencia nos interesamos en un conjunto de resultados relacionados de un experimento
aleatorio.

Con frecuencia tenemos interés en describir nuevos eventos a partir de combinaciones de
Jos eventos existentes. Dado que los eventos son subconjuntos, es posible usar las operaciones
bésicas con conjuntos tales como la unién, interseccién y el complemento para formar otros
eventos de interés. Algunas de las operaciones bésicas con conjuntos se resumen a continuacién
en términos de eventos:
La unién de dos eventos es el evento que consta de todos los resultados que estin conteni-
dos en cualquiera de los dos eventos. La uni6n se denota por E, U E,.
La interseccién de dos eventos es el evento que consta de todos los resultados que estén
contenidos en los dos eventos. La intersecci6n se denota por E; N E,.
El complemento de un evento en un espacio muestral es el conjunto de resultados en el
espacio muestral que no est4n en el evento. El complemento del evento E se denota por E’.

EJEMPLO 3-3
En el ejemplo 3-2, suponga que el conjunto de todos los resultados para los que al menos una
pieza cumple con las especificaciones se denota por E,. Entonces,

E, = {ss, sn, ns}
El evento de que ninguna de las dos piezas cumpla con las especificaciones, denotado por E,,
s6lo contiene el resultado, E, = {nn}. Otros ejemplos de eventos son E; = @, el conjunto vacio,
vyE, =S, el espacio muestral.

Si E = {sn, ns, nn}, entonces

E,UE;=S E NEs={sn,ns} E|= {nn)
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EJEMPLO 3-4

Un modelo de las mediciones del tiempo necesario para completar una reaccién quimica podria
ser el espacio muestral § = (0, o), el conjunto de los nimeros reales positivos. Sea

E, = (x]|1<x<10)

y sea
E,={x|3<x<118)
Entonces,
E UE,={x|1sx<118) y E NE,={x|3<x<10}
Ademis, |
E/={x| x 210)
y

E|UE,={x|10<x<118)

EJEMPLO 3-5
Se analizan muestras de pldstico de policarbonato para determinar la resistencia a las rayaduras
y la resistencia a los impactos. Los resultados de 49 muestras se resumen a continuacién:

resistencia a las rayaduras

: alta baja
resistencia a los impactos alta 40 4
baja 2 3

Sea que A denote el evento de que una muestra tiene alta resistencia a los impactos y sea que
B denote el evento de que una muestra tiene alta resistencia a las rayaduras. Determine el niime-
ro de muestrasen A "B, A"y A U B.

El evento A N B consta de las 40 muestras para las que la resistencia a las rayaduras y a los
impactos son altas. El evento A’ consta de las 7 muestras para las que la resistencia a los impac-
tos es baja. El evento A U B consta de las 46 muestras para las que la resistencia a los impactos,
la resistencia a las rayaduras o ambas son altas.

Con frecuencia se usan diagramas para ilustrar las relaciones entre conjuntos y estos
diagramas también se usan para describir las relaciones entre eventos. Pueden usarse diagramas
de Venn para representar un espacio muestral y los eventos en un espacio muestral. Por ejem-
plo, en la figura 3-5a el espacio muestral del experimento aleatorio se representa como los
puntos del rectdngulo S. Los eventos A y B son los subconjuntos de puntos en las regiones
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, WE-svpaci‘b muestral S con

Figura 3-5

los eventos Ay B

(a) (b) (c)

AuBnC

A
(3N

Ny

)

Diagramas de Venn.

indicadas. En la figura 3-5b se ilustran dos eventos que no tienen resultados comunes; en las
figuras 3-5¢ a 3-5e se ilustran otros eventos conjuntos.

Los espacios muestrales también pueden describirse graficamente con diagramas de ar-
bol. Cuando un espacio muestral puede construirse en varios pasos o etapas, cada una de las n;
formas de completar el primer paso puede representarse como la rama de un érbol. Cada una de
las formas de completar el segundo paso puede representarse COmo n, ramas que empiezan en
los extremos de las ramas originales, y asf sucesivamente.

EJEMPLO 3-6

‘Cada mensaje en un sistema de comunicacién digital se clasifica de acuerdo a si se recibe dentro

del tiempo especificado por el disefio del sistema. Si se clasifican tres mensajes, use un diagra-
ma de 4rbol para representar el espacio muestral de los resuitados posibles.

Cada mensaje puede recibirse a tiempo o retrasado. Los resultados posibles para los tres
mensajes pueden representarse con ocho ramas en el diagrama de arbol mostrado en la figura 3-6.

EJEMPLO 3-7 :

Un fabricante de automéviles ofrece vehiculos equipados con accesorios opcionales. El pedido
de cada vehiculo se hace

Con o sin transmisién automatica.

Con o sin aire acondicionado.
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Mensaje | ~ —————m—m—m——m o — *
“a tiempo retrasado
Mensaje 2 —— e m————— O o o
a tiempo / retrasado a tiempo retrasado

Mensaje 3 —— —— 4 e . e A

a tiemp%lsaka tiempo /lra%a tiempo /retr.
[ ] L] () [ ) ‘ [ ]

Figura 3-6  Diagrama de 4rbol para los tres mensajes.

Con una de tres opciones de un sistema estéreo.

Con uno de cuatro colores exteriores.

Si el espacio muestral consta del conjunto de todos los tipos de vehiculos posibles, ;cudl es
el niimero de resultados en el espacio muestral? El espacio muestral contiene 48 resultados. El
diagrama de 4rbol de los diferentes tipos de vehiculos se muestra en la figura 3-7.

EJEMPLO 3-8 ‘

Considérese una ampliacién del ejemplo anterior en la que el fabricante de automdviles ofrece
otra opcién: el color interior. Hay cuatro opciones para el color interior: rojo, negro, azul o café.
Sin embargo,

Transmision — — o o

Automiética Manual

Aire
acondicionado

Estéreo ————— — e ———

® 0 06 0 06 0 0 5 0 6 0 06 0 0 0 00 ¢ 8 00 08 0 00 0 00
v’

Figura 3-7 Diagrama de 4rbol para los diferentes tipos de vehiculos.
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Con un exterior rojo, s6lo puede escogerse un interior negro o rojo.

Con un exterior blanco, puede escogerse cualquier color interior.

Con un exterior azul, s6lo puede escogerse un interior negro, rojo o azul.
Con un exterior café, s6lo puede escogerse un interior café.

Hay 12 tipos de vehiculos con cada color exterior, pero el niimero de opciones para el color
interior depende del color exterior. Como se muestra en la figura 3-8, es posible ampliar el dia-
grama de 4rbol para mostrar que hay 120 tipos diferentes de vehiculos en el espacio muestral.

Dos eventos sin resultados en comiin presentan una importante relacién.

.'..-Deﬁhicidii

‘utuamente excluyentes 7

Los dos eventos de la figura 3-5b son mutuamente excluyentes, en tanto que los dos eventos de
la figura 3-5a no lo son.

A continuaci6n se resumen otros resultados dtiles en los que intervienen eventos. La definicién
del complemento de un evento implica que

(E'Y=E
La ley distributiva para operaciones con conjuntos implica que

AUB)NC=ANCO)UBNO)

ANBUC=AUVUOCO) N (BUO

Color exterior Rojo Blanco Azul Café

Color interior Negro /¥030 /\ /]\

2=24 12 4=48 12 3=36 12 1=12
24 + 48 + 36 +12 = 120 tipos de vehiculos

Figura 3-8 Diagrama de 4rbol para los diferentes tipos
de vehiculos con colores interiores.
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(AUBY =A'NnB y ANnBY=A"UF

Asimismo, recuérdese que

ANnB=BNAyAUB=BUA

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-1
Presente una descripcién razonable del espacio
muestral para cada uno de los experimentos alea-
torios de los ejercicios 3-1 al 3-15. Puede haber mds
de una interpretacién aceptable para cada experi-
mento. Describa cualquier supuesto que haga.

3-1.

3-4,

3-5.

3-6.

Cada una de tres piezas maquinadas se clasi-
fica como arriba o abajo de las especificacio-
nes de la pieza.

Cada uno de cuatro bits transmitidos se cla-
sifica como con error o sin error.

En la inspeccién final de fuentes de poder
electrénicas podrian ocurrir tres tipos de dis-
conformidades: funcionales, secundarias y de
acabado. Las fuentes de poder defectuosas se
clasifican ademds segiin sea el tipo de dis-
conformidad.

En la fabricacién de cinta para grabacién
digital se usa una prueba electrénica para re-
gistrar el nimero de bits con error en un ca-
rrete de 350‘pies.

En la fabricacién de cinta para grabacién digi-

‘tal, cada una de 24 pistas se clasifica de acuer-

do a si contiene o no uno o més bits con error.
Un amperimetro con pantalla de tres digitos
se usa para medir corriente eléctrica en mili-
amperes.

Una bdscula cuya pantalla muestra dos cifras
decimales se usa para medir la alimentacién

de materiales en una planta quimica en tone-

ladas.

Las dos preguntas siguientes aparecen en el
cuestionario de una encuesta para empleados.
Cada respuesta se elige de la escala de cinco
puntos 1 (nunca), 2, 3, 4, 5 (siempre).

“;La corporacion tiene disposicién para es-
cuchar y evaluar imparcialmente las ideas
nuevas?”’

3-10.

3-11.

3-12.

3-13.

3-14.

3-15.

“;Con qué frecuencia mis compafieros de tra-
bajo son importantes en mi desempefio la-
boral general?” ‘

Las oquedades en una placa de ferrita se clasi-
fican como pequeiias, medianas o grandes.

El mimero de oquedades en cada categoria

se miden por una inspeccién visual de una
muestra.

En un proceso de fabricacién pueden produ-
cirse algunas piezas que no son aceptables.
Cada una de tres partes se clasifica como
aceptable o no aceptable.

En el pedido de un automévil puede especi-
ficarse transmisién automdtica o estdndar,
con o sin aire acondicionado y cualquiera de
los cuatro colores rojo, azul, negro o blanco.
Describa el conjunto de los pedidos posibles
para este experimento.

Una pieza moldeada por inyeccién mues-
treada pudo haberse hecho en cualquiera de
dos prensas y en cualquiera de las ocho ca-
vidades de cada prensa.

En el pedido de una computadora puede espe-
cificarse memoria de 4, 8 o 12 megabytes y
capacidad de almacenamiento en disco duro
de 200, 300 o 400 megabytes. Describa el
conjunto de pedidos posibles.

Se hacen llamadas repetidas a una linea telef6-
nica ocupada hasta que se consigue la conexion.
En un dispositivo de almacenamiento mag-
nético se hacen tres intentos para leer datos
antes de que se aplique un procedimiento de
recuperacién de errores que reposiciona la
cabeza magnética. El procedimiento de re-
cuperacién de errores intenta tres reposicio-
namientos antes de enviar un mensaje de
“aborto” al operador. Sea que
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o

Figura 3-9 Diagrama de Venn
para el ejercicio 3-16.

s denote el éxito de una operacién de lectura,
fdenote el fracaso de una operaci6n de lectura,

F denote el fracaso del procedimiento de re-
cuperacién de errores,

S denote el éxito del procedimiento de recu-
peracién de errores, y

A denote un mensaje de aborto enviado al
operador.

Describa el espacio muestral de este experi-
mento con un diagrama de arbol.

3-16. En el diagrama de Venn de la figura 3-9 se
muestran tres eventos. Copie la figura y som-
bree la regién que corresponda a cada uno
de los eventos siguientes:

a) A’

b)ANB

c)ANnB)uUC

dBuCY

e) AnBYUC

3-17. En el diagrama de Venn de la figura 3-10 se

- muestran tres eventos. Copie la figura y som-
‘bree la regién que corresponda a cada uno
- de los eventos siguientes:

a) A’

b)(ANB)UANDB)

o C

Figura 3-10 Diagrama de
Venn para el ejercicio 3-17.

3-18.

3-19.

c)AnB)uC

dBuCY

e)AnBYuUC

Se usa una béscula digital que da los pesos

hasta el gramo m4s préximo.

a) ;Cudl es el espacio muestral de este ex-
perimento?

Sea que
A denote el evento de que un peso exceda
Jos 11 gramos, sea que B denote el even-
to de que un peso sea menor o igual que
15 gramos y sea que C denote el evento
de que un peso sea mayor o igual que 8

;' gramos y menor que 12 gramos.

Describa los siguientes eventos:

b)AUB

c)ANB

d) A’

e)AUBUC

f)avcy

ANBNC

hBnC

i) AUBNO)

En una operacién de moldeo por inyeccién

se evalian varias caracteristicas de cada pieza

producida. Sea que
A denote el evento de que una pieza cum-
ple con los requerimientos de contraccién
del cliente,
B denote el evento de que una pieza cum-
ple con los requerimientos de color del
cliente, y
C denote el evento de que una longitud
critica cumple con los requerimientos del
cliente.

a) Construya un diagrama de Venn que inclu-
ya estos eventos e indique la regién del
diagrama en la que una pieza cumple con
todos los requerimientos del cliente. Som-
bree las dreas que representen lo siguiente:

b)BNC

c)A"UB

d)AUB

¢€) Si dos cualesquiera de estos eventos fueran
mutuamente excluyentes, ;qué tanto éxi-
to tendria esta operacién de produccién?



3-20.

3-21.

Se transmiten cuatro bits en un canal de co-
municacién digital. Cada bit estd distorsio-
nado o se recibe sin distorsién. Sea que A,
denote el evento de que el i-ésimo bit esté
distorsionado, i = 1,...., 4.
a) Describa el espacio muestral para este ex-
perimento.
b) (Los eventos A son mutuamente exclu-
yentes?
¢) Describa el resultado de cada uno de los
eventos siguientes:
Ay
A
ANA,NANA,
A NA)LVA;NAY
Se selecciona una muestra de tres calculado-
ras de una linea de fabricacién y cada una de
ellas se clasifica como defectuosa o acepta-
ble. Sea que A, B 'y C denoten los eventos de
que la primera, la segunda y la tercera calcu-
ladora esté defectuosa, respectivamente.
a) Describa el espacio muestral para este
experimento con un diagrama de 4rbol.
Desqriba cada uno de los eventos siguientes:
b) A

'¢)B

3-22.

3-23.

d)ANB
eyBuC

Se analizan las placas pldsticas circulares de .

policarbonato de un proveedor para la resis-
tencia a las rayaduras y la resistencia a los
impactos. Los resultados de 100 placas circu-
lares se resumen a continuacién.

resistencia a las rayaduras

alta baja
resistencia a  alta 80 9
los impactos baja 6 5

Sea que A denote el evento de que una placa .

circular tenga alta resistencia a los impactos
y sea que B denote el evento de que una pla-
ca circular tenga alta resistencia a las rayadu-
ras. Determine el nimero de placas circulares
enANBAyAUB. o

Muestras de una pieza de aluminio forjado
se clasifican con base en el acabado de la su-

ESPACIOS MUESTRALES Y EVENTOS

3-24.

3-25.
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perficie (en micropulgadas) y en las medi-
ciones de la longitud. Los resultados de 100
piezas se resumen a continuacién:

longitud
excelente buena

acabado de excelente 75 7
la superficie bueno 10 8

a) Sea que A denote el evento de que una
muestra tiene un acabado de la superficie
excelente y sea que B denote el evento de
que una muestra tiene una longitud exce-
lente. Determine el nimero de muestras
enA"NB,ByAuUB. .

b) Suponga que cada una de dos muestras
debe clasificarse con base en el acabado
de la superficie, excelente o bueno, y en
la longitud, excelente o buena. Use un
diagrama de 4rbol para representar los re-
sultados posibles de este experimento.

Muestras de hule espuma de tres proveedo-

res se clasifican de acuerdo a si cumplen o

no con las especificaciones. Los resultados

de 100 muestras se resumen a continuacion.

cumple
Si No
1 18 2
prdveedor 2 17 3
3 50 10

Sea que A denote el evento de que una mues-
tra es del proveedor 1 y sea que B denote el

-evento de que una muestra cumple con las
.especificaciones. Determine el niimero de

muestras en A’ "B, B’y A U B.
El tiempo de elevaci6én de un reactor se mide

- en minutos (y fracciones de minutos). Sea el

espacio muestral los niimeros reales positi-

_ vos. Defina los eventos Ay B de la siguiente
© manera:

A=1{x|x<725)
y o
B={x|x>525)

Describa cada uno de los eventos siguientes:
a)A’

b) B
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c)ANB de ambos procesamientos sea mayor que 52.5
dAUB minutos.
3-26. El tiempo de elevacién de un reactor se mide a) Describa graficamente el espacio muestral

en minutos (y fracciones de minutos). Sean
los niimeros reales positivos el espacio mues-
tral para el tiempo de elevacién de una car-
ga. Considere los tiempos de elevacién de dos

para el tiempo de elevacién de dos cargas.
Indique cada uno de los eventos siguientes
en la gréfica del espacio muestral:

b) A

cargas. Sea que A denote el evento de que c)B
el tiempo de elevacién de ambas cargas d)A’

. sea menor que 72.5 minutos y sea que B de- e)ANB
note el evento de que el tiempo de elevacién HAUB

3.2 INTERPRETACION DE LA PROBABILIDAD

3.2.1 Introduccién

En este capitulo se introduce la probabilidad Gnicamente para los espacios muestrales con un
conjunto finito (o infinito contable) de resultados. La restriccién a estos espacios muestrales
permite simplificar los conceptos, asi como la presentacion sin matemadticas avanzadas.

D

nuestral es discreto si contiene un copjunto finito (0 contablemente infi- =~

Con frecuencia resulta conveniente cuantificar la veracidad, o posibilidad, de que ocurrird un
resultado de un experimento aleatorio. “Las posibilidades de que llueva hoy son de 30%” es
un enunciado que cuantifica nuestro sentir en cuanto a la posibilidad de que llueva. La veraci-
dad o factibilidad de un resultado se cuantifica asignando un nimero del intervalo [0, 1] al
resultado (o un porcentaje de 0 a 100%). Los nimeros mds altos indican que el resultado es mas
factible que los niimeros m4s bajos. Un cero indica que un resultado no ocurrird. Un “uno”
indica que un resultado ocurrird con certeza.

La probabilidad de un resultado puede interpretarse como nuestra probabilidad subjetiva, o
grado de creencia, de que el resultado ocurrird. Diferentes individuos no dudarén en asignar
probabilidades diferentes a los mismos resultados. Otra interpretacion de la probabilidad se
basa en el modelo conceptual de repetir en varias ocasiones el experimento aleatorio. La proba-
bilidad de un resultado se interpreta como el valor limite de la proporcioén de veces que ocurre el
resultado en n repeticiones del experimento aleatorio cuando n se incrementa sin restricciones.
Por ejemplo, si se asigna la probabilidad 0.2 al resultado de que hay un pulsacién viciada en una
sefial digital, podria interpretarse que esta asignacién implicarfa que, si se analizan muchas
pulsaciones, aproximadamente 20% de las mismas estarén viciadas. Este ejemplo proporciona
una interpretacién de la probabilidad a través de la frecuencia relativa. La proporcion, o fre-
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cuencia relativa, de las repeticiones del experimento que producen el resultado es 0.2. Las pro-
babilidades se eligen de tal forma que la suma de las probabilidades de todos los resultados de
un experimento se acumulen hasta uno. Esta convencioén facilita la interpretacion de la probabi-
lidad como frecuencia relativa. En la figura 3-11 se ilustra el concepto de frecuencia relativa.

Las probabilidades de un experimento aleatorio suelen asignarse con base en un modelo
razonable del sistema bajo estudio. Uno de los enfoques es basar la asignacién de las probabili-
dades en el concepto simple de resultados 1gua1mente factibles. Esto se ilustra con el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO 3-9

Se seleccionard un diodo laser, al azar, de un lote de 100. El espacio muestral es el conjunto de
100 diodos. La expresion “al azar” implica que es razonable suponer que cada diodo del lote
tiene una posibilidad igual de ser seleccionado. Como la suma de las probabilidades debe ser
igual a uno, el modelo de probabilidad para este experimento asigna la probabilidad de 0.01 a
cada uno de los 100 resultados. Puede hacerse una interpretacién de la probabilidad imaginando
muchas repeticiones del experimento. Cada repeticién empieza con los 100 diodos y se selec-
ciona uno al azar. La probabilidad 0.01 asignada a un diodo particular representa la proporcién
de las repeticiones en las que se selecciona un diodo particular.

Con frecuencia, el resultado siguiente es util.

Slempre que un espacw muestral conste de N resultados posxb]es que son 1gua1mente E
facubles, la probablhdad de cada resultado es ]IN g L e

Muchas veces es necesario asignar probabilidades a eventos que se componen de varios resulta-
dos de un espacio muestral.

Pulsacién

Voltaje

»
»

Tiempo
. . . . . 2
Frecuencia relativa de las pulsaciones viciadas = 10

Figura 3-11 Frecuencia relativa de las pulsaciones viciadas enviadas en un canal de comunicacién.
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P(E)= 30 (0.61) = 0.30

Figura 3-12  La probabilidad del evento E es la suma
de las probabilidades de los resultados en E.

EJEMPLO 3-10 - , : _

Suponga que 30% de los diodos 14ser de un lote de 100 satisface los requerimientos de energia
minimos de un cliente especifico. Si se selecciona un diodo léser al azar, es decir, para cada
diodo l4ser es igualmente posible ser seleccionado, nuestra intuicién nos dice que la probabili-
dad de satisfacer los requerimientos del cliente es 0.30.

Sea E lo que denote el evento de que el diodo seleccionado satisface los requerimientos del
cliente. Entonces E es el subconjunto de 30 diodos que satisfacen los requerimientos del cliente.
Puesto que E contiene 30 resultados y cada resultado tiene una probabilidad de 0.01, se con-
cluye que la probabilidad de E es 0.3. La conclusi6n coincide con nuestra intuicién. En la figura
3-12 se ilustra este ejemplo.

I

Para un espacio muestral discreto, la probabilidad de un evento puede definirse mediante el
razonamiento usado en el ejemplo anterior. La definici6n siguiente proporciona un método sim-
ple para obtener las probabilidades de eventos en espacios muestrales discretos.

ara muestral discreto, la probabilic
E), es igual a la suma de las probabilidades de

nto E;'-dénqtéda} co!
josenE.

EJEMPLO 3-11 ,
Un experimento aleatorio puede producir uno de los resultados {a, b, ¢, d} con probabilidades
0.1,0.3, 0.5 y 0.1, respectivamente. Sea que A denote el evento {g, b}, B el evento {b,c,d}yC
el evento {d}.

Entonces,

P(A)=0.1+03=04
P(B)=03+0.5+0.1=09
P(C)=0.1
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Asimismo, P(A") = 0.6, P(B’) = 0.1 y P(C") = 0.9. Ademas, puesto que A N B = {b},
P(ANB)=0.3.Puestoque AUB={a,b,c,d},PAUB)=0.1 +0.3+0.5+0.1=1.Puesto quec
A N Ces el conjunto vacio, PA N C) = :

EJEMPLO 3-12

En la inspeccion visual de un lugar dado en las obleas de un proceso de iabncdmén de
semiconductores se obtuvo la tabla siguiente:

Numero de
particulas
de contaminacion Proporcion de obleas

0 0.40

1 0.20

2 0.15

3 0.10

4 0.05

5 omés 0.10

Si se selecciona una oblea de este proceso al azar y se inspecciona el mismo lugar, ;cudl es
la probabilidad de que no contenga particulas de contaminacién? La probabilidad requerida
depende exclusivamente del nimero de particulas de contaminacién presentes en el lugar dado
de la oblea. Por consiguiente, es lo mismo considerar que el espacio muestral se compone de las
seis categorfas que resumen el nimero de particulas de contaminacién en una oblea. Entonces,
el evento de que no hay particulas en el lugar inspeccionado de la oblea, denotado como E,
puede considerarse compuesto por el resultado particular E = {0}. Por lo tanto,

P(E) = 0.4

¢(Cudl es la probabilidad de que una oblea contenga tres o mds particulas en el lugar inspec-
cionado? Sea que E denote el evento de que una oblea contiene tres o mds particulas en el lugar
inspeccionado. Entonces, E consta de los tres resultados {3, 4, 5 o mds}. Por lo tanto,

P(E)=0.10+0.05+0.10=0.25

(Cuél es la probabilidad de que una oblea contenga 0 o mds de tres particulas en el lu-
gar inspeccionado? Sea que E denote el evento de que una oblea contiene 0 0 mds de tres
particulas en el lugar inspeccionado. Entonces, E consta de los tres resultados {0, 4, 5 o0 més}.
Por lo tanto,

P(E) =0.40 + 0.05 + 0.10 = 0.55
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3.2.2 Axiomas de probabilidad

Ahora que se ha definido la probabilidad de un evento, los supuestos que se han hecho en cuanto
a las probabilidades, pueden reunirse en un conjunto de axiomas que deben satisfacer las proba-
bilidades en cualquier experimento aleatorio. Los axiomas aseguran que las probabilidades asig-
nadas en un experimento pueden interpretarse como frecuencias relativas y que las asignaciones
son consistentes con la comprensién intuitiva de las relaciones entre las frecuencias relativas.
Por ejemplo, si el evento A estd contenido en el evento B, entonces se tendrd que P(A) < P(B).
Los axiomas no determinan las probabilidades; las probabilidades se asignan con base en
nuestro conocimiento del sistema bajo estudio. Sin embargo, los axiomas permiten calcular con

facilidad las probabilidades de algunos eventos a partir del conocimiento de las probabilidades
de otros eventos.

I e

~ Axiomas 'de",pi?bbabilidaid !"’

1) P(S) = 1
) 0<P(E)<] | E
i3) Para dos eventos E, y £, con E N E @ P(E u E,)) =P(E)) + P(E,

Los axiomas y sus consecuencias se restringen a la asignacién de probabilidades en una manera
que permite interpretar las probabilidades como frecuencias relativas sin inconsistencias. La
propiedad de que 0 < P(E) < 1 es equivalente al requerimiento de que una frecuencia relativa
debe estar entre cero y uno. La propiedad de que P(S) = 1 es una consecuencia del hecho de que
un resultado que proviene del espacio muestral ocurre en cada ensayo de un experimento. En
consecuencia, la frecuencia relativa de S es uno. La propiedad 3 implica que si los eventos E; y
E, no tienen resultados en comiin, entonces la frecuencia relativa de los resultados en E,VE,es
la suma de las frecuencias relativas de los resultados de E, y E,.

Estos axiomas implican los siguientes resultados. Las deducciones se dejan como ejercicios
al final de esta seccién. Ahora bien,

P(Q) =
y para cualquier evento E,
P(E)=1- P(E)

Si la frecuencia relativa del evento E es 0.4, la interpretacién de frecuencia relativa empleada
aqui implica que la frecuencia relativa de E” es 0.6. Ademds, si el evento E, estd contenido en el
evento E,, entonces

P(E i) < P(E)



EJERCICIOS DE LA SECCION 3-2

3-27.

3-28.

3-29.

3-30.

Cada uno de los cinco resultados posibles de
un experimento aleatorio es igualmente fac-
tible. El espacio muestral es {a, b, ¢, d, e}.
Sea que A denote el evento {a, b} y sea que
B denote el evento {c, d, e}. Determine las
siguientes probabilidades:

a) P(A)

b) P(B)

c) P(A")

d) P(A U B)

e) PANB)

El espacio muestral de un experimento aleato-
rio es {a, b, ¢, d, e} con probabilidades 0.1,
0.1, 0.2, 0.4 y 0.2, respectivamente. Sea que
A denote el evento {a, b, c} y sea que B de-
note el evento {c, d, e}. Determine las si-
guientes probabilidades:

a) P(A)

b) P(B)

c) P(A)

d) P(A LU B)

e) PANB)

Es igualmente factible que una pieza selec-
cionada para prueba se haya fabricado en
cualquiera de seis herramientas cortadoras.

‘a) {Cual es el espacio muestral?

b) (Cuél es la probabilidad de que la pieza
sea de la herramienta 1?

c¢) (Cudl es la probabilidad de que la pieza
sea de la herramienta 3 o de la herramien-
ta 57

d) ;Cual es la probabilidad de que la pieza
no sea de la herramienta 4?

Es igualmente factible que una pieza moldea-

da por inyeccién se obtenga de cualquiera de

ocho cavidades de un molde.

- a) ¢Cual es el espacio muestral?

3-31.

b) (Cudl es la probabilidad de que la pieza
sea de la cavidad 1 o 2?

¢) ;Cuidl es la probabilidad de que la pieza
no sea de la cavidad 3 ni de 1a 47

Un espacio muestral contiene 20 resultados

igualmente factibles. Si la probabilidad del

evento A es 0.3, ;cudntos resultados hay en

el evento A?

INTERPRETACION DE LA PROBABILIDAD

3-32.

3-33.

3-34.

3-3s.
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Se hace el resumen de los pedidos de un apa-
rato de iluminacién por los accesorios op-
cionales que se solicitan:

proporcion

de pedidos
sin accesorios opcionales 0.3
con un accesorio optional 0.5
con més de un accesorio opcional 0.2

a) ¢Cuél es la probabilidad de que en un pedi-
do se solicite al menos un accesorio op-
cional?

b) ;Cual es la probabilidad de que en un pe-
dido no se solicite més de un accesorio
opcional?

Si es igualmente factible que el dltimo digito

de la medicién de un peso sea cualquiera de

los digitos del O al 9,

a) (cudl es la probabilidad de que el dltimo
digito sea cero?, y

b) ¢cudl es la probabilidad de que el dltimo
digito sea mayor o igual que cinco?

E125% de los técnicos de un laboratorio hace

correctamente una preparacién muestral para

una medicién quimica; 70% la hace con un
error secundario y 5% la hace con un error
grave.

a) Si se selecciona aleatoriamente a un téc-
nico para hacer la preparacion, ;jcudl es la
probabilidad de que la haga sin error?

b) (Cudl es la probabilidad de que la haga
con un error secundario o con uno grave?

Se analizan las placas circulares pldsticas de

policarbonato de un proveedor para la resis-

tencia a las rayaduras y la resistencia a los
impactos. Los resultados de 100 placas circu-
lares se resumen a continuacion.

resistencia a los impactos

alta baja
resistencia a alta 80 9
las rayaduras  baja 6 5

Sea que A denote el evento de que una placa
circular tiene alta resistencia a los impactos
y sea que B denote el evento de que una pla-



68

PROBABILIDAD

3-36.

ca circular tiene alta resistencia a las raya-
duras. Si se selecciona una placa circular al
azar, determine las siguientes probabilida-
des:

a) P(A)

b) P(B)

c) P(A")

d) P(ANB)

e) PAUB)

f) P(A" U B)

Muestras de una pieza de aluminio forjado
se clasifican con base en el acabado de la
superficie (en micropulgadas) y en las medi-
ciones de la longitud. Los resultados de 100
piezas se resumen a continuacién: -

longitud

excelente  buena
acabado de excelente 75 7
la superficie bueno 10 . 8

Sea que A denote el evento de que una mues-

tra tiene el terminado de la superficie exce-

lente y sea que B denote el evento de que una
muestra tiene una longitud excelente. Si se
selecciona una pieza al azar, determine las
siguientes probabilidades:

a) P(A)

b) P(B)

¢) P(A")

d) P(A N B)

3-3 REGLAS DE ADICION

3-37.

3-38.

e) PA U B)

f) P(A’ U B)

Se clasifican muestras de hule espuma de tres
proveedores de acuerdo a si cumplen o no
con las especificaciones. Los resultados de
100 muestras se resumen a continuacién:

cumple
si ~ no
1 18
proveedor 2 17 3
3 50 10

Sea que A denote el evento de que una mues-
tra es del proveedor 1 y sea que B denote el

-evento de que una muestra cumple con las

especificaciones. Si se selecciona una mues-

tra de hule espuma al azar, determine las si-

guientes probabilidades:

a) P(A)

b) P(B)

c) P(A)

d) P(A N B)

e) PAUB)

f) P(A’ U B)

Aplique los axiomas de probabilidad para de-

mostrar lo siguiente:

a) Para cualquier evento E, P(E’) = 1 — P(E).

b) P(&) = 0.

¢) Si A estd contenido en B, entonces P(A) <
P(B).

Los eventos conjuntos se generan aplicando operaciones bésicas de conjuntos a eventos indivi-
duales. Las uniones de eventos, tales como A U B, las intersecciones de eventos, tales como A N B,
y los complementos de eventos, tales como A’, suelen ser de interés. La probabilidad de un

~ evento conjunto con frecuencia puede determinarse a partir de las probabilidades de los eventos
individuales que lo componen. En ocasiones, las operaciones bésicas con conjuntos también
resultan dtiles para determinar la probabilidad de un evento conjunto.

EJEMPLO 3-13
En la tabla 3-1 se enlista el historial de 940 obleas en un proceso de fabricacién de semiconduc-
tores. Supéngase que se selecciona una de las obleas de la tabla 3-1 al azar. Sea que A denote el
evento'de que la oblea contiene niveles altos de contaminacién. Entonces,

P(A) = 358/940
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Tabla 3-1 Obleas en un proceso de fabricacién de semlconductores

nti'o de la méquma-herramlenta
de deposicién electrémca

i
§

s WO st
Contaminacién no , 514 68
alta si 112 246

Sea que B denote el evento de que la oblea se encuentra en el centro de la méquina-herra-
mienta de deposicién electrénica. Entonces,

P(B) = 314/940

Ademds, P(A N B) es la probabilidad de que la oblea sea del centro de la maquina-herramienta
de deposicién electrénica y contenga niveles altos de contaminacién. Por la tabla 3-1,

" P(A A B) =246/940

El evento A U B es el evento de que una oblea es del centro de la madquina-herramienta de
deposicién electrénica o contiene niveles altos de contaminacién (o ambos). Por la tabla 3-1,
P(A U B) =426/940. Un célculo alternativo de P(A U B) puede obtenerse de la siguiente mane-
ra: las 246 obleas que componen el evento A N B se incluyen una vez en el cdlculo de P(A) y una

vez mds en el calculo de P(B). Por lo tanto, puede encontrarse que P(A U B) es
P(AuB) = P(A) + P(B) P(A N B).
= 358/940 + 314/940 — 246/940
- = 426/940 o

. Sea E el evento de que la oblea no es del centro de la miquina-herramienta de deposicién
electrénica ni contiene niveles altos de contaminacién. Por la tabla 3-1,

P(E) = 514/940

Como una demostracién de las operaciones con conjuntos, puede emplearse un cédlculo
alternativo para determinar P(E). Se tiene que

E=(AuUBY
Por lo tanto,

P(E)=1- P(A U B) =514/940

El ejemplo anterior motiva el siguiente resultado general:



70

PROBABILIDAD

T
/

T

EJEMPLO 3-14

Obleas como las descritas en el ejemplo 3-13 se clasificaron adicionalmente segiin estuvieran en
el “centro” o en el “borde” de la maquina-herramienta de deposicién electrénica que se emple6
en su fabricacién y por el grado de contaminaci6n. En la tabla 3-2 se muestra la proporci6én de
obleas en cada categoria. ;Cudl es la probabilidad de que una oblea seleccionada al azar de es-
te lote estuviera en el centro de la mdquina-herramienta de deposicién electr6nica? Como 0.72
de las obleas estédn cerca del centro, la probabilidad es 0.72.

(Cudl es la probabilidad de que una oblea contenga cuatro o més particulas y que estuviera
en el borde? Sea que E, denote el evento de que una oblea contiene cuatro o més particulas y sea
que E, denote el evento de que una oblea est4 en el borde. La probabilidad pedida es P(E| N E,).
La proporcién de obleas que contienen cuatro o més particulas y que est4n en el borde es 0.01 +
0.03. La probabilidad pedida es 0.04.

(Cudl es la probabilidad de que una oblea estuvo en el borde o que contenga cuatro o méis
particulas? Usando las definiciones de la pregunta anterior, se encuentra que la probabili-
dad pedida es P(E, U E,). Ahora bien, P(E|) = 0.15 y P(E,) = 0.28. Por la pregunta anterior,
P(E, N E,) = 0.04. Por lo tanto, aplicando la ecuaci6n 3-1, se encuentra que

P(E, U E;) = 0.15 + 0.28 — 0.04 = 0.39

(Cuadl es la probabilidad de que una oblea contenga menos de dos particulas o que sea a la
vez del borde y contenga mds de cuatro particulas? Sea que E, denote el evento de que una oblea
contiene menos de dos particulas y sea que E, denote el evento de que una oblea es a la vez del
borde y contiene mds de cuatro particulas. La probabilidad pedida es P(E, U E,). Ahora bien,
P(E)) =0.60 y P(E,) = 0.03. Ademds, E, y E, son mutuamente excluyentes. Por consiguiente,
no hay obleas en la interseccién y P(E; N E,) = 0. Por lo tanto,

- P(E; UE,) = 0.60 + 0.03 = 0.63

Tabla 3-2 Obleas clasificadas por contaminacién y localizacién
Numero de particulas SR R
~ de contaminacién =~ Cer Borde | Totales

0 0.30 0.10 0.40
1 0.15 0.05 0.20
2 0.10 0.05 0.15
3 0.06 0.04 0.10
4 0.04 0.01 - 0.05
5 0 més 0.07 0.03 0.10

Totales 0.72 0.28 - 1.00
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Recuérdese que se dice que dos eventos A y B son mutuamente excluyentes si A N B = .
Entonces, P(A N B) =0, y el resultado general para la probabilidad de A U B se reduce al tercer
axioma de probabilidad.

. “SiA'y B son eventos mutuamente ex entonces’

Tres o mds eventos
Probabilidades més complicadas, tales como P(A U B U C), pueden determinarse aplicando va-

rias veces la ecuacién 3-1 y utilizando algunas de las operaciones bésicas con conjuntos. Por
ejemplo,

PAUBULUC)=P[(AUB)UQO)]=PAUB)+P(C)-PI(AuB)n (]

Al desarrollar P(A U B) por la ecuacién 3-1 y aplicar la regla distributiva para operaciones
con conjuntos a fin de simplificar P[(A U B) N (], se obtiene

PAUBUC)=PA)+ PB)-PANB)+ PC)
-P[ANOuUBNQO)]
=P(A) + P(B) - P(A N B) + P(C)
—[PAANB)+PBnNC)-P(ANBn C)]
=PA)+PB)+ P(C)-PANB)-PANCO)
-PBNCO)+PANBNC)

Se ha desarrollado una férmula para la probabilidad de la unién de tres eventos. Es posible
desarrollar una férmula para la probabilidad de la unién de cualquier nimero de eventos, aun-
que las férmulas se hacen bastante complejas. Como resumen, para el caso de tres eventos,

P(A uBqu') P(A)+P(B) P(C) 2

En general, se dice que los eventos de una coleccién E,, E,, ..., E,, son mutuamente
excluyentes si no hay traslape entre cualquiera de ellos. ‘
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Figura 3-13 Diagrama de Venn
de cuatro eventos mutuamente excluyentes.

En la figura 3-13 se muestra el diagrama de Venn de varios eventos mutuamente excluyentes.
Al generalizar el razonamiento para la unién de dos eventos se puede llegar al siguiente resultado:

AT ey e e Ty AR R R R S R M
T, o ) - "
I

S T T T T R e T
' Para una coleccién de eventos mutuamente excluyentes, ... -

PSR

S PEUE V.. UE)=PE) + PE) + . PE)

EJEMPLO 3-15
En una operacién de maquiné}do, sea que x denote la longitud de una pieza y supongase que para

10% de las piezas, x <7.55 mi]imétros.
15% de las piezas, 7.55 < x < 7.57 milimeétros.
25% de las piezas, 7.57 < x < 7.59 milimetros.

Si se selecciona una pieza de esta operacion, cudél es la probabilidad de que sea menor o
igual que 7.59 milimetros? Sea que E, denote el evento de que x < 7.55 milimetros de longitud.
Sea que E, denote el evento de que 7.55 < x <7.57 milimetros. Sea que E; denote el evento de
que 7.57 < x <7.59 milimétros. Entonces, puesto que estos eventos son mutuamente excluyentes,

P(E, U E, U E;)=0.10+0.15 + 0.25 = 0.50

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-3
3-39. Si P(A) =03, P(B)=02y P(A N B)=0.1, 3-40. Si A, By C son eventos mutuamente exclu-

determine las siguientes probabilidades: yentes con P(A) = 0.2, P(B) =03y P(C) =
a) P(A") ' - 0.4, determine las siguientes probabilida-
b) P(A U B) des:

¢) P(A’ N B) a) PAUBU(Q)

d) PANDB) b) PANBNC)

e) P[(A v B)] c) PANB)

f) P(A” U B) d) P[AuU B)YN (]



3-41.

Si A, B y C son eventos mutuamente ex-
cluyentes, ;es posible que P(A) = 0.3, P(B) =
0.4 y P(C) = 0.57 ;Por qué si o por qué no?
Sec analizan las placas circulares plésticas de
policarbonato de un proveedor para la resis-
tencia a las rayaduras y la resistencia a los
impactos. Los resultados de 100 placas circu-

lares se resumen a continuacién:

. resistencia a los impactos

alta baja
resistencia a  alta 80 9
las rayaduras baja 6 5

a) Si se selecciona una placa circular al azar,
(cudl es la probabilidad de que su resis-
tencia a las rayaduras sea alta y su resisten-
cia a los impactos sea alta?

b) Si se selecciona una placa circular al azar,
icudl es la probabilidad de que su resis-
tencia a las rayaduras sea alta o su resisten-
cia a los impactos sea alta?

c) Considérese el evento de qué una placa
circular tiene alta resistencia a las rayzi—
duras y el evento de que una placa circular
tiene alta resistencia a los impactos. (Estos
dos eventos son mutuamente excluyentes?

El andlisis de las flechas para un compresor

se resumen por su cumplimiento con las es-

pecificaciones: ' ‘

" la redondez cumple

si no
el acabado de la si 345
superficie cumple no 12 8

a) Si se selecciona una flecha al azar, ;cudl
es la probabilidad de que la flecha cumpla
con los requerimientos del acabado de la
superficie?

b) (Cudl es la probabilidad de que la flecha
seleccionada cumpla con los requerimien-
tos del acabado de la superficie o con los
requerimientos de redondez?

c) {Cudl es la probabilidad de que la flecha
seleccionada cumpla con los requerimien-
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tos del acabado de la superficie o bien de
que no cumpla con los requerimientos
de redondez?

d) ¢Cuidl es la probabilidad de que la flecha
seleccionada cumpla tanto con los reque-
rimientos del acabado de la superficic
como con los requerimientos de redondez?

3-44. Las flechas del ejercicio 3-43 se clasifican
" adicionalmente en términos de la mdquina-

herramienta que se us6 para fabricarlas.

Herramienta 1
la redondez cumple

) sf no
el acabado de la si 200 1
superficie cumple no 4 2

Herramienta 2
la redondez cumple

si no
el acabade de la si 145 4
superficie cumple no 8 6

a) Si se selecciona una flecha al azar, ;jcudl
es la probabilidad de que la flecha cum-
pla con los requerimientos del acabado de
la superficie o con los requerimientos
de redondez, o sea, de la mdquina-herra-
mienta 1?

b) Si se selecciona una flecha al azar, ;cudl
es la probabilidad de que la flecha cum-
pla con los requerimientos del acabado de
la superficie o -no cumpla con los requeri-
mientos de redondez, o sea, de la maqui-
na-herramienta 2?

¢) Si se selecciona una flecha al azar, ;cudl
es la probabilidad de que la flecha cum-
pla tanto con los requerimientos del aca-
bado de la superficie como con los de
redondez, o que la flecha sea de la méqui-
na-herramienta 27

d) Si se selecciona una flecha al azar, ;cudl
es la probabilidad de que la flecha cum-
pla con los requerimientos del acabado de
1a superficie, o que la flecha sea de 1la mé-
quina-herramienta 2?7
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3-4 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Los siguientes ejemplos ilustran la necesidad de reevaluar las probabilidades cuando se dispone
de informacién adicional.

Un canal de comunicacién digital tiene un indice de error de un bit por cada mil bits trans-
mitidos. Los errores son raros, pero cuando ocurren tienden a hacerlo en rachas que afectan
varios bits consecutivos. Si se transmite un solo bit, un modelo de la probabilidad de un error
seria 1/1 000. Sin embargo, si el bit previo tuvo un error, debido a una racha, podria conjeturarse
que la probabilidad de que el siguiente bit tenga un error es mayor que 1/1 000.

~En el proceso de fabricacién de una pelicula delgada, la proporcién de partes que no son
aceptables es 2%. Sin embargo, el proceso es sensible a problemas de contaminacin que pue-
den aumentar el porcentaje de partes que no son aceptables. Si se sabe que durante un tur-
no dado hubo problemas con los filtros empleados para controlar la contaminaci6n, la probabi-
lidad de que una parte sea inaceptable se tasarfa en un valor mayor que 2%.

EJEMPLO 3-16

En un proceso de fabricacién, 10% de las piezas presentan imperfecciones superficiales visibles
y 25% de las piezas con imperfecciones superficiales son funcionalmente defectuosas. Sin em-
bargo, s6lo 5% de las piezas sin imperfecciones superficiales son funcionalmente defectuosas.
La probabilidad de una pieza con un defecto funcional depende del conocimiento de la presen-
cia o-ausencia de una imperfeccion supertficial. Si una pieza tiene una imperfecci6n superficial,
la probabilidad de que sea funcionalmente defectuosa es 0.25. Si una pieza no tiene ninguna
imperfeccién superficial, la probabilidad de que sea funcionalmente defectuosa es 0.05.

Continuando con la discusién del ejemplo anterior, sea que D denote el evento de que una
pieza es funcionalmente defectuosa y sea que F denote el evento de que una pieza tiene una im-
perfeccién superficial. Entonces, la probabilidad de D dado que, o suponiendo que una pieza
tiene una imperfeccién superficial, se denota como P(D | F). Esta notacién se lee como la pro-
babilidad condicional de D dado F'y se interpreta como la probabilidad de que una pieza sea
funcionalmente defectuosa, dado que la pieza tiene una imperfeccién superficial. Como 25% de
las piezas con imperfecciones superficiales son funcionalmente defectuosas, la conclusion pue-

de enunciarse como P(D | F) = 0.25. Ademds, puesto que F” denota el evento de que una pieza

no tiene una imperfeccién superficial, y ya que 5% de las piezas sin imperfecciones superficia-
les son funcionalmente defectuosas, se tiene que P(D | F) = 0.05. Estos resultados se muestran
graficamente en la figura 3-14. ‘

P(D| F)=025
25% { W} 5% defectuoso
defectuoso P(D| F)=0.05

F = piezas con imper-  F’ = piezas sin imper-
fecciones superficiales fecciones superficiales

v

Figura 3-14  Probabilidades condicionales para las piezas
con imperfecciones superficiales.
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En algunos modelos, P(B | A) pueden calcularse directamente de la descripcién del experi-
mento aleatorio.

EJEMPLO 3-17

La producci6n de un dia de 850 partes manufacturadas contiene 50 partes que no satisfacen los
requerimientos del cliente. Se seleccionan dos partes al azar, sin reemplazos, del lote. La expre-
sién “al azar” implica que, cuando se selecciona la primera parte, todas las partes son igualmen-
te factibles, y cuando se selecciona la segunda, todas las partes restantes son igualmente factibles.

(Cudl es la probabilidad de que la segunda parte sea defectuosa dado que la primera es
defectuosa? Sea que A denote el evento de que la primera parte seleccionada es defectuosa y sea
que B denote el evento de que la segunda parte seleccionada es defectuosa. La probabilidad que
se pide puede expresarse como P(B | A).

Si la primera parte es defectuosa, entonces antes de seleccionar la segunda parte el lote
contiene 849 partes, de las cuales 49 son defectuosas. Por lo tanto,

P(B | A) = 49/849

EJEMPLO 3-18

Continuando con el ejemplo anterior, si se seleccionan tres partes al azar, jcudl es la probabili-
dad de que las dos primeras sean defectuosas y la tercera no lo sea? Este evento puede describir-
se en notacién abreviada, simplemente como P(ddn). Se tiene

Py~ 30 .49 800 o 0o
850 849 848

El tercer término se obtiene de la siguiente fnancra: después de seleccionar las dos primeras
partes, quedan 848; de las partes que quedan, 800 no son defectuosas. En este ejemplo, es fécil
obtener la solucién interpretando la probabilidad condicional.

Como lo ilustran los ejemplos anteriores, con frecuencia la estimaci6n de la probabilidad de
un evento se actualiza como resultado de la informaci6én adicional. Las probabilidades condi-
cionales pueden encontrarse a partir de la definicién formal de probabilidad condicional.
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Esta definicién puede entenderse en el caso especial en que todos los resultados de un experi-
mento aleatorio son igualmente factibles. Si hay n resultados totales, entonces

P(A) = (nimero de resultados en A)/n
Ademés,
P(A N B) = (niimero de resultados en A N B)/n

Por consiguiente,
PA m B)/P(A) = (ntimero de resuitados en A N B)/(nimero de resultados en A)

Por lo tanto, P(B | A) puede interpretarse como la frecuencia relativa del evento B entre los
ensayos que producen un resultado en el evento A.

EJEMPLO 3-19

El registro de 266 muestras de aire se ha clasificado con base en la presencia de dos moléculas
raras. Sea que A denote el evento que consta de todas las muestras de aire en las que estd presen-
te la molécula rara 1 y sea que B denote el evento que consta de todas las muestras de aire en las
que est4 presente la molécula 2. Utilizando los resultados de la tabla 3-3, se encuentra que

P(molécula 2 presente | molécula 1 presente) |

= P(B|A)

= P(A N B)/P(A)

=12 .36 1536
266 266

Obsérvese que en este ejemplo las cuatro probabilidades siguientes son diferentes:

P(A) = 36/266,  P(A|B)=12/30
P(B) =30/266,  P(A|B)=12/36

Aqui, P(A) y P(A | B) son las probabilidades del mismo evento, pero se calculan bajo dos condi-
ciones de conocimiento diferentes. De manera similar, P(B) y P(B | A) son las probabilidades del
mismo evento, pero calculadas bajo dos condiciones de conocimiento diferentes.

Resultados similares se muestran en el diagrama de arbol de la figura 3-15.

Tabla 3-3 Moléculas en muestras de aire

Molécula 2 presente  no 212 24 236

s 18 12 30
230 36 266




Molécula 2
presente

Figura 3-15  Diagrama de 4rbol para las moléculas

Molécula 1
presente

en las muestras de aire.

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-4

3-45. Se analizan las placas circulares plésticas de

3-46.

policarbonato de un proveedor para la resis-
tencia a las rayaduras y la resistencia a los
impactos. Los resultados de 100 placas circu-
lares se resumen a continuacion.

resistencia a los impactos

alta baja
resistencia a alta 80 9
las rayaduras baja 6 5

Sea que A denote el evento de que una placa
circular tiene alta resistencia a los impactos
y sea que B denote el evento de que una placa
circular tiene alta resistencia a las rayaduras.

Determine las siguientes probabilidades:

a) P(A)
b) P(B)
¢) P4 |B)
d) P(B| A)

Se clasifican muestras de aluminio fundido
con base en el acabado de la superficie {en
micropulgadas) y las mediciones de la longi-
tud. Los resultados de 100 piezas se resumen
a continuacién:

longitud

excelente buena
acabado de excelente 75 7
la superficie bueno 10 8

Sea que A denote el evento de que una mues-
tra tiene acabado de la superficie excelente y

3-47.
. se resumen por su cumplimiento con las es-

3-48.
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12
36

sea que B denote el evento de que una mues-

tra tenga una longitud excelente. Determine:

a) P(A)

b) P(B)

c) P(A|B)

d) P(B| A)

e) Si la pieza seleccionada tiene acabado de
la superficie excelente, ;cudl es la proba-
bilidad de que la longitud sea excelente?

f) Si la pieza seleccionada tiene buena lon-
gitud, ;cudl es la probabilidad de que el
acabado de la superficie sea excelente?

El andlisis de las flechas para un compresor

pecificaciones:
la redondez cumple
si no
el acabado de la si 345 5
superficie cumple no 12 8

a) Si se sabe que una flecha cumple con los
requerimientos de redondez, ;cudl es la
probabilidad de que cumpla con los reque-
rimientos del acabado de la superficie?

b) Si se sabe que una flecha no cumple con los
requerimientos de redondez, ;cudl es la
probabilidad de que cumpla con los reque-
rimientos del acabado de la superficie?

En la tabla siguiente se resume el andlisis de

muestras de acero galvanizado, por el peso del

. recubrimiento y la rugosidad de la superficie.
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3-49.

3-50.

peso del recubrimiento

alto bajo
rugosidad de alta 12 16
la superficie  baja 88 . 34

a) Si el peso del recubrimiento de una mues-
tra es alto, ;cudl es la probabilidad de que
la rugosidad de la superficie sea alta?

b) Si la rugosidad de la superficie de una
muestra es alta, jcudl es la probabilidad
de que el peso del recubrimiento sea alto?

c) Si la rugosidad de la superficie de una
muestra es baja, ¢cuél es la probabilidad
de que el peso del recubrimiento sea bajo?

Considere los datos sobre la contaminacién de

las obleas y la localizacién en la mdquina-herra-

mienta de deposici6n electr6nica presentados
en el ejemplo 3-14. Suponga que se selecciona
una oblea al azar de este conjunto. Sea que A de-
note el evento de que una oblea contiene cuatro

o més particulas y sea que B denote el evento

de que es del centro de la mdquina-herramien-

ta de deposicion electrénica. Determine:

a) P(A)

b) P(A|B)

c) P(B)

d) P(B | A)

e) P(ANB)

f) P(AUB)

Un lote de 100 chips semiconductores con-

tiene 20 que estdn defectuosos. Se seleccio-

nan dos chips del lote, al azar, sin reemplazo.

a) (Cudl es la probabilidad de que el prime-
ro que se seleccione esté defectuoso?

b) ¢(Cudl es la probabilidad de que el segun-
do que se seleccione esté defectuoso, dado
que el primero estuvo defectuoso?

o c) (C6émo cambia la respuesta del inciso b)

3-51.

si los chips seleccionados se reemplaza-

ron antes de la siguiente seleccién?
Un lote contiene 15 piezas fundidas de un pro-
veedor local y 25 piezas fundidas de un
proveedor del estado contiguo. Se seleccio-
nandos piezas fundidas al azar, sin reempla-
z0,del lote de 40. Sea que A denote el evento
de que la primera pieza fundida seleccionada
es del proveedor local y sea que B denote el

3-52.

3-53.

3-54.

3-55.

evento de que la segunda pieza fundida selec-
cionada es del proveedor local. Determine:
a) P(A)
b) P(B | A)
c) P(ANB)
d) PAU B)
Continuacién del ejercicio 3-51. Suponga
que se seleccionan tres piezas fundidas al
azar, sin reemplazo, del lote de 40. Ademés
de las definiciones de los eventos A y B, sea
que C denote el evento de que la tercera pie-
za fundida seleccionada es del proveedor lo-
cal. Determine:

e) PANBNCO)

fy PANBNC)

Un lote de 500 contenedores de jugo de na-

ranja congelado contiene 5 que estén defec-

tuosos. Del lote se seleccionan dos, al azar y

sin reemplazo. Determine:

a) (Cuél es la probabilidad de que el segun-
do contenedor seleccionado esté defectuo-
so, dado que el primero estuvo defectuoso?

b) ;Cudl es la probabilidad de que ambos es-
tén defectuosos?

c) (Cudl es la probabilidad que ambos sean
aceptables?

Continuacién del ejercicio 3-52. Del lote se

seleccionan tres contenedores, al azar y sin

reemplazo.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que el tercer
contenedor seleccionado esté defectuoso,
dado que el primero y el segundo selec-
cionados estuvieron defectuosos?

b) (Cuadl es la probabilidad de que el tercer
contenedor seleccionado esté defectuoso,
dado que el primer seleccionado estuvo
defectuoso y el segundo seleccionado fue
aceptable?

¢) (Cudl es la probabilidad de que los tres
estén defectuosos?

SiP(A|B)=1, se cumple que A=B? Trace un

diagrama de Venn para explicar la respuesta.

Suponga que A y B son eventos mutuamente

excluyentes. Construya un diagrama de Venn

que contenga los tres eventos A, B y C, ta-
lesque PA|C)=1yPB|C)=0.
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3.5 REGLAS DE MULTIPLICACION Y DE PROBABILIDAD TOTAL
3-5.1 Regla de multiplicacién

La definicién de probabilidad condicional de la ecuacién 3-5 puede reescribirse para proporcio-
nar una expresién general de la probabilidad de la interseccion de dos eventos.

~ Las expresiories de la ecuaci6n 3-6 se obtienen intercambiando A y B.

EJEMPLO 3-20

La probabilidad de que la bateria de un automévil sometida a alta temperatura en el comparti-
miento del motor tenga una corriente de carga baja es 0.7. La probabilidad de que la bateria esté
sometida a alta temperatura en el compartimiento del motor es 0.05.
Sea que A denote el evento de que una bateria tiene una corriente de carga baja y sea que B
~denote el evento de que una bateria estd sometida a alta temperatura en el compartimiento del
motor. La probabilidad de que una bateria tenga una corriente de carga baja y esté sometida a
alta temperatura en el compartimiento del motor es

P(A " B) = P(A| B)P(B) = 0.7 x 0.05 = 0.035

3V-VS.2: | Regrl.a‘ de probabilidad total

La regla de multiplicaci6n es fitil para determinar la probabilidad de un evento que depende de
otros eventos. Por ejemplo, supéngase que en la fabricacién de semiconductores, la probabili-
dad de que un chip que estd sujeto a niveles de contaminacién altos durante la fabricacion,
ocasione la falla de un producto es de 0.10. La probabilidad de que un chip que no esté sujeto a
niveles de contaminacion altos durante la fabricacién ocasione una falla en el producto es 0.005.
En una corrida particular de produccién, 20% de los chips estdn sujetos a niveles de contamina-
ci6n altos. ;Cudl es la probabilidad de que falle un producto que utilice uno de estos chips?

Evidentemente, la probabilidad requerida depende de si el chip estuvo expuesto o no a
niveles de contaminacién altos. Este problema puede resolverse mediante el razonamiento si-
guiente.

Para un evento B cualquiera, B puede expresarse como la unién de la parte de B que estd en
Ay la parte de B que estd en A’. Es decir,

B=(AnNB)U@A NB)
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Flgura 3-16 Particién de un
evento en dos subconjuntos
mutuamente excluyentes.

Este resultado se ilustra en el diagrama de Venn de la figura 3-16. Puesto que A y A" son mutua-
mente excluyentes, A N By A” N B son mutuamente excluyentes. Por lo tanto, al utilizar el
resultado para la probabilidad de la unién de eventos mutuamente excluyentes de la ecuacién 3-2
y la regla de multiplicacién de la ecuacién 3-6, se obtiene la siguiente regla:

| Regla de probablhdad total (para dos eventos)

,.,;;,‘1 Ly

sl it

EJEMPLO 3-21

Considérese el tema de la contaminacién del principio de esta seccién. Sea que F denote el
evento de que el producto falla y sea que A denote el evento de que el chip estd expuesto a un
nivel de contaminacién alto. La probabilidad requerida es P(ﬂ y la 1nforma016n proporcnonada
puede representarse como

P(F|A)=0.10
P(F | A') = 0.005
P(A)=0.20
Por lo tanto,
 P(A’) = 0.80

al utilizar la ecuacién 3-7, se obtiene
P(F) = 0.10(0.20) + 0.005(0.80) = 0.024

que puede interpretarse como el promedio ponderado de las dos probabilidades de falla.
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B=(BNE)) L (BNE,) U (BNE,) U (BNE,)
P(B) = P(BNE)+P(BNE,)+P(BNE;)+P(BNE,)

Figura 3-17  Particién de un evento en
varios subconjuntos mutuamente excluyentes.

El razonamiento empleado para desarrollar la ecuacién 3-7 puede aplicarse de manera més
general. En el desarrollo de la ecuacién 3-7 s6lo se usaron los dos eventos mutuamente excluyentes
Ay A’. Sin embargo, el hecho de que A U A’ =8, el espacio muestral completo, fue importante.
En general, se dice que una coleccién de conjuntos E|, E,, ..., E, talesque E, VE, U ... UE, =S
es exhaustiva. En la figura 3-17 se presenta una ilustracién grifica de la particién de un evento
B entre una coleccién de eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos.

Regla de probabllldad total (para eventos multlp‘

Suponga que El, E ,'.. “ E son k conjuntos mutuamente excluyentes
Entonces SRl v = R

:P(B) P(B n El) + P(B r‘\ Ez) +. + P(B ﬁ Ek)

| "f__-—P(B|E1) P(E)+P(B|E2) P(E2)+.'.‘ T

EJEMPLO 3-22
Continuando con el ejemplo de la fabricacién de semiconductores, suponga que la probabilidad

de que un chip sujeto a niveles de contaminacién altos durante la fabricacion, ocasione la falla de
un producto, es 0.10;

la probabilidad de que un chip sujeto a niveles de contaminacién medios durante la fabricacion,
ocasione la falla de un producto, es 0.01, y

la probabilidad de que un chip sujeto a niveles de contaminacién bajos durante la fabricacién
ocasione la falla de un producto es 0.001.

En una corrida parﬁcular de produccién, 20% de los chips estdn sujetos a niveles de conta-
‘minacién altos, 30% a niveles de contaminacién medios y 50% a niveles de contaminacién
bajos. ;Cudl es la probabilidad de que un producto que use uno de estos chips falle? Sea que

H denote el evento de que un chip estd expuesto a niveles de contaminacién altos
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Contaminacién

P (Falla | Alta) P (No falla | Alta) P (Falla | Media) P (No falla | Media) P (Falla | Baja) P (No falla | Baja)

=0.10 =0.90 =0.01 = ng = 0.001 =0.,999
s RS ' e hY
0.10 (0.20) 0.90 (0.20)  0.10 (0.30) 0.99 (0.30)  0.001 (0.50) 0.999 (0.50)
= 0.02 =0.18 = 0.003 =0.297 = 0.0005 =0.4995

P (Falla) = 0.02 + 0.003 + 0.0005 = 0.0235

Figura 3-18 Diagrama de‘érbol para el ejemplo 3-22.

M denote el evento de que un chip est4 expuesto a niveles de contaminacién medios

L denote el evento de que un chip est4 expuesto a niveles de contaminacién bajos

Entonces,

P(F) = P(F| H)P(H) + P(F | M)P(M) + P(F | L)P(L)
= 0.10(0.20) + 0.01(0.30) + 0.001(0.50)
= 0.0235

Este problema también se resuelve convenientemente utilizando el diagrama de 4rbol de la
figura 3-18. '

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-5

3-56.

3-57.

3-58.

3-59.

Suponga que P(A | B) = 0.4 y que P(B) =0.5. tienen defectos. De los rollos usados por un
Determine las siguientes probabilidades: fabricante, 70% son de algodén y 30% son
a) PANB) de nylon. ;Cuél es la probabilidad de que
b) P(A’ N B) uno de los rollos usados por el fabricante se-
Suponga que P(A | B) = 0.2, que P(A | B)) = leccionado al azar contenga defectos?

0.3 y que P(B) = 0.8. ;Cudl es P(A)? 3-60. En la fabricacién de un adhesivo quimico,
La probabilidad de que un conector eléctrico 3% de todas las corridas de produccién tie-
que se mantenga seco falle durante el perio- nen materias primas de dos lotes diferentes.
do de garantia de una computadora portitil Esto ocurre cuando se rellenan los tanques
es 1%. Si el conector siempre estd hiimedo, de almacenamiento y la porcion restante de
la probabilidad de una falla durante el perio- un lote es insuficiente para llenar los tanques.
do de garantia es 5%. Si 90% de los conectores Sé6lo 5% de las corridas con materias pri¥
se mantienen secos y 10% estén hiimedos, ;qué mas de un solo lote requieren reprocesa-
proporcién de conectores fallard durante el miento. Sin embargo, es més dificil controlar
periodo de garantfa? la viscosidad de las corridas en que se usan
Suponga que 2% de los rollos de tela de algo- dos o mds lotes de materia prima, y 40% de

dén y 3% de los rollos de tela de nylon con- las mismas requieren procesamiento adicio-
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nal a fin de conseguir la viscosidad reque- y 1% de las muestras enviadas en paquetes
rida. pequeiios y grandes, respectivamente, se rom-
Sea que A denote el evento de que una pen durante la transportacién. Si 60% de las
carga de produccion esta constituida por dos muestras se envian en paquetes grandes y
lotes diferentes y sea que B denote el evento 40% se envian en paquetes pequefios, ;qué
de que un lote requiere procesamiento adi- proporcién de las muestras se rompe duran-
cional. Determine las siguientes probabili- te la transportacién?
dades: 3-63. Un lote de 25 piczas moldeadas por inyec-
a) P(A) cién contiene cinco que presentan una con-
b) P(A") : traccién excesiva.
c) P(B|A) a) Si se seleccionan dos piezas al azar, y sin
d) P(B|A") ; reemplazo, ;cuél es la probabilidad de que
e) P(A N B) la segunda pieza seleccionada sea una con
f) PANB) contraccién excesiva?
g) P(B) b) Si se seleccionan tres piezas al azar, y sin
3-61. La rugosidad en los bordes de los productos reemplazo, ;cuél es la probabilidad de que
de papel cortado aumenta con el desgas- la tercera pieza seleccionada sea una con
te de las cuchillas. Sé6lo 1% de los productos : contraccién excesiva?
cortados con cuchillas nuevas tiene bordes  3-64. Un lote de 100 chips semiconductores con-
rugosos, 3% de los productos cortados con tiene 20 que estdn defectuosos.
cuchillas con filo promedio presentan rugo- a) Se seleccionan dos chips, al azar y sin
sidad y 5% de los productos cortados con reemplazo, del lote. Use la regla de proba-
cuchillas desgastadas presentan rugosidad. bilidad total para determinar la probabili-
Si 25% de las cuchillas utilizadas son nue- dad de que el segundo chip seleccionado
vas, 60% tienen filo promedio y 15% estén esté defectuoso.
desgastadas, ;cuél es la proporci6n de produc- b) Se seleccionan tres chips, al azar, y sin
tos que presenta rugosidad en los bordes? reemplazo, del lote. Use la regla de pro-
3-62. Muestras de cristal para laboratorio se colo- babilidad total para determinar la proba-
can en paquetes pequefios y ligeros o en pa- : bilidad de que el tercer chip seleccionado
quetes grandes y pesados. Suponga que 2% esté defectuoso.

3-6 INDEPENDENCIA

En algunos casos, la probabilidad condicional P(B | A) podria ser igual a P(B). En este caso
especial, el hecho de saber que el resultado del experimento estd en el evento A no afecta la
probabilidad de que el resultado esté en el evento B.

EJEMPLO 3-23 :

Suponga que la produccién de un dia de 850 partes manufacturadas contiene 50 partes que no
cumplen con los requerimientos del cliente. Suponga ademaés que se seleccionan dos partes del
lote, pero la primera parte se reemplaza antes de seleccionar la segunda.

(Cuil es la probabilidad de que la segunda parte esté defectuosa, dado que la primera parte
estd defectuosa? Sea que B denote el evento de que la segunda parte seleccionada estd defectuo-
sa y sea que A denote el evento de que la primera parte seleccionada estd defectuosa. La proba-
bilidad pedida puede expresarse como P(B | A).
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Puesto que la primera parte se reemplaza, antes de seleccionar la segunda parte el lote sigue
conteniendo 850 partes, de las cuales 50 estén defectuosas. Por lo tanto, la probabilidad de B no
depende de si la primera parte estuvo o no defectuosa. Es decir,

P(B | A) = 50/850

EJEMPLO 3-24
En la tabla 3-4 se describe el registro de 84 muestras de aire con base en la presencia de dos
moléculas raras.

Sea que A denote el evento que consta de todas las muestras de aire en las que estd presente

la molécula 1 y sea que B denote el evento que consta de todas las muestras de aire en las que
est4 presente la molécula 2. Entonces, P(B) = 28/84 = 1/3. Ademas,

:P(B | A) = P(B N A)/P(A) = (12/84)(36/84) = 1/3

En este ejemplo, el hecho de saber que la molécula 1 estd presente en una muestra no
cambia la probabilidad de que la molécula 2 esté presente en ella. El evento B consta de la
misma proporcién del niimero total de muestras que la proporcién de muestras en A.

Ademés, P(A | B) = P(A) =3/7y P(A N B) = P(A)P(B) = 1/7.

El ejemplo precedente ilustra el siguiente resultado general.

alquiera de los siguientes enun-

) Pa |B>[ PA)
2) PB|A)=P(B) A T e
¥ P(AnB) P(A)P(B) e e (39

Tabla 3-4 Moleculas en muestras de a1re

Molécula 1 presente
"~ 'no si

Molécula 2 presente no 32 24
si 16 12
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El concepto de independencia es una importante relacién entre eventos y s= usa amplia-
mente en este libro. Una relacién mutuamente excluyente entre dos eventos se basa tinicamentc
en los resultados que comprenden los eventos. Sin embargo, una relacién de independencia
depende del modelo de probabilidad usado para el experimento aleatorio. Con frecuencia, sc
supone que la independencia es parte del experimento aleatorio que describe el sistema fisico
bajo estudio.

En el ejemplo 3-23, 1a probabilidad de que la segunda parte seleccionada esté defectuosa no
depende de la primera parte porque la primera parte se reemplaza. Entonces, la probabilidad del
resultado (defectuosa, defectuosa) se calcula como el producto de las probabilidades (50/850)(50/
580) = 0.0035, al aplicar la propiedad 3 de la definicién de independencia.

EJEMPLO 3-25

La produccién de un dia de partes manufacturadas contiene 50 partes que no cumplen con los
requerimientos del cliente y 800 que si lo hacen. Se seleccionan dos partes al azar, sin reempla-
zo, del lote. Sea que A denote el evento de que la primera parte estd defectuosa y sea que B
denote el evento de que la segunda parte est4 defectuosa.

Se sospecha que estos dos eventos no son independientes, porque el hecho de saber que la
primera parte estd defectuosa sugiere que es menos factible que la segunda parte seleccionada
esté defectuosa. De hecho, P(B | A) = 49/849. Ahora bien, ;cudl es P(B)? Encontrar la probabi-

lidad no condicional P(B) es un tanto dificil porque es necesario considerar los valores posibles
de la primera seleccion.

P(B) = P(B| A) P(A) + P(B | A)P(A")
= (49/849)(50/850) + (50/849)(800/850)
= 50/850

Como resultado interesante, P(B), la probabilidad no condicional de que la segunda parte
seleccionada esté defectuosa, sin ninguna informacién de la primera parte, es igual a P(A). No
obstante, nuestro objetivo es determinar la independencia. Puesto que P(B | A) no es igual a
P(B), los dos eventos no son independientes, como se sospechaba.

Cuando se consideran tres o mds eventos, es posible ampliar la definicién de independen-
cia. Una ampliacién simple que suele ser iitil es el siguiente resultado general.

_ Definicién
;  ”]Los eventos E E i Ensonmdependlentes si
‘EII’E Elk"‘ T o U

P (Ezl P‘Eaz ﬁ
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En general, esta definici6n se usa para calcular la probabilidad de que ocurran varios even-
tos suponiendo que son independientes y cuando se conocen las probabilidades de cada evento

particular. Saber si los eventos son independientes o no, por lo general se deriva de la compren-

sién fundamental del experimento aleatorio.

EJEMPLO 3-26

- Suponga que la probabilidad de que una oblea contenga una particula de contaminacién grande

es 0.01 y que las obleas son independientes; es decir, la probabilidad de que una oblea contenga
una particula grande no depende de las caracteristicas de ninguna de las obleas restantes. Si se
analizan 15 obleas, ;cuél es la probabilidad de que no se encuentren particulas grandes?

Sea que E, denote el evento de que la oblea i no contiene particulas grandes, i = 1, 2, ..., 15.
Entonces, P(E,) = 0.99. La probabilidad pedida puede representarse como PEE,NE,Nn..N
E,,). Por el supuesto de independencia y la ecuacién 3-10

P(E,NE, ...NE,)=PE)XP(E)X...xPE;)=099"=086

p—————

EJEMPLO 3-27

El circuito ilustrado abajo sélo opera si hay una trayectoria de dispositivos funcionales de iz-
quierda a derecha. La probabilidad de que cada dispositivo funcione se indica en la ilustracion.
Suponga que los dispositivos fallan independientemente. (Cudl es la probabilidad de que el
circuito opere? '

Sea que T'y B denoten los eventos de que los dispositivos superior e inferior operan, respec-
tivamente. Hay una trayectoria si al menos uno de los dispositivos opera. La probabilidad de
que el circuito opere es

P(ToB)=1-P[(ToB)]=1-P(T'yB)
Por el supuesto de independencia, '
P(T’'yB)=PT')P(B)=(1- 0.95)? = 0.05?
de donde

P(T o B) = 1 -0.052 = 0.9975



EJEMPLO 3-28

El circuito ilustrado abajo s6lo opera si hay una trayectoria de dispositivos funcionales de iz-
quierda a derecha. La probabilidad de que cada dispositivo funcione se indica en la ilustracién.
Suponga que los dispositivos fallan independientemente. ;Cudl es la probabilidad de que el
circuito opere?
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Usando la independencia, se obtiene (1 — 0.13)(1 — 0.052)(0.99) = 0.987.

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-6

3-65.

3-66.

3-67.

3-68.

Si P(A | B) = 0.4, P(B) = 0.8 y P(A) = 0.6,
(los eventos A y B son independientes?

Si P(A| B)=0.3, P(B)=0.8y P(A) =0.3,
(los eventos B y el complemento de A son
independientes?

Se analizan las placas circulares plésticas de
policarbonato de un proveedor para la resis-
tencia a las rayaduras y la resistencia a los
impactos. Los resultados de 100 placas circu-
lares se resumen a continuacién:

resistencia a los impactos
 alta baja
resistencia a  alta 80 9
las rayaduras baja 6 5

Sea que A denote el evento de que una placa
circular tiene alta resistencia a los impactos
y sea que B denote el evento de que una pla-
ca circular tiene alta resistencia a las rayadu-
ras. ;Los eventos A y B son independientes?
Muestras de una pieza de aluminio fundido
se clasifican con base en el acabado de la

- superficie (en micropulgadas) y en las medi-

ciones de la longitud. Los resultados de 100
piezas se resumen a continuacion:

3-69.

longitud
excelente  buena
acabado de excelente 75 7
la superficie

bueno 10 8

Sea que A denote el evento de que una mues-
tra tiene un terminado de la superficie exce-
lente y sea que B denote el evento de que
una muestra tiene una longitud excelente.
(Los eventos en A y B son independientes?
Muestras de hule espuma de tres provee-
dores se clasifican de acuerdo a si cumplen
o no con las especificaciones. Los resulta-
dos de 100 muestras se resumen a continua-
cién:

cumple
si no
‘ 1 18 2
proveedor 2 17 3
3 30 10

Sea que A denote el evento de que una mues-
tra es del proveedor 1 y sea que B denote el
evento de que una muestra cumple con las
especificaciones. ;Los eventos en A y B son
independientes?
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3-70.

3-71.

3-72.

3-73.

3-74.

SiP(A)=0.2y P(B)=0.2y Ay B son mutua-
mente excluyentes, ;son independientes?
Muestras de hule espuma de dos proveedo-
res se evaldan de acuerdo a si cumplen o no
con las especificaciones. Los resultados de
126 muestras se resumen a continuacion:

cumple
sf no
1 80 4
proveedor 2 40 2

Sea que A denote el evento de que una mues-

tra es del proveedor 1 y sea que B denote el

evento de que una muestra cumple con las

especificaciones.

a) ;Son independientes A y B?

b) ;Son independientes A" y B?

La probabilidad de que una prueba de labo-

ratorio contenga niveles de contaminacién

altos es 0.10. Se verifican cinco muestras y

éstas son independientes.

a) ;Cudl es la probabilidad de que ninguna
contenga niveles altos de contaminacién?

b) (Cuadl es la probabilidad de que exacta-
mente una contenga niveles altos de con-
taminacién?

¢) (Cudl es la probabilidad de que al menos
una contenga niveles altos de contamina-

* ¢ién?
En una prueba de una tarjeta de circuito im-

preso en la que se utiliza un patrén de prueba "

aleatorio, un arreglo de 10 bits es igualmente

factible que sea cero o uno. Suponga que los

bits son independientes.

a) {Cudl es la probabilidad de que todos los
bits sean unos?

b) ;Cudl es la probabilidad de que todos los
bits sean ceros?

c) (Cudl es la probabilidad de que exacta- |

mente cinco bits sean unos y cinco sean
ceros?
Ocho cavidades en una herramienta de mol-
deo por inyeccion produce conectores de pldsti-
co que caen en una salida comiin. Se escoge
una muestra cada varios minutos. Suponga
que las muestras son independientes.

a) (Cudl es la probabilidad de que cinco
muestras sucesivas se hayan producido en
la cavidad uno del molde?

b) ;Cuél es la probabilidad de que cinco
muestras sucesivas se hayan producido en
la misma cavidad del molde?

c) (Cudl es la probabilidad de que cuatro de
cinco muestras sucesivas se hayan produ-
cido en la cavidad uno del molde?

3-75. El circuito ilustrado abajo opera si y s6lo si

hay una trayectoria de dispositivos funcio-
nales de izquierda a derecha. La probabi-
lidad de que cada dispositivo funcione se
indica en la ilustracién. Suponga que la pro-
babilidad de que un dispositivo sea funcio-
nal no depende de si otros dispositivos son
funcionales o no. ;Cuél es la probabilidad
de que el circuito opere?

3-76. El circuito ilustrado abajo opera si y s6lo si

hay una trayectoria de dispositivos funciona-
les de izquierda a derecha. La probabilidad
de que cada dispositivo funcione se indica
en la ilustracién. Suponga que la probabili-
dad de que un dispositivo funcione no de-
pende de si otros dispositivos son funcionales
o no. ;Cudl es la probabilidad de que el cir-
cuito opere?

3-77. Undispositivo de almacenamiento &ptico uti-

liza un procedimiento de recuperacién de
errores que requiere una lectura satisfactoria
inmediata de cualquier dato escrito. Si la lec-
tura no tiene éxito después de tres opera-
ciones de escritura, ese sector del disco se



elimina como inaceptable para almacena-
miento de datos. En una parte aceptable del
disco, la probabilidad de una lectura satisfac-
toria es 0.98.Suponga que las lecturas son in-
dependientes. ;Cudl es la probabilidad de que
una parte aceptable del disco sea eliminada
como inaceptable para almacenamiento de
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3-78. Un lote de 500 contenedores de jugo de na-

ranja congelado contiene 5 que estdn defec-
tuosos. Del lote se seleccionan dos, al azar y
sin reemplazo. Sea que A y B denoten los
eventos de que el primer y segundo contene-
dores estdn defectuosos, respectivamente.
a) ;Son A y B eventos independientes?

datos? b) Si el muestreo se hiciera con reemplazo,
iserfan independientes A y B?

3-7 TEOREMA DE BAYES

En algunos ejemplos, no se cuenta con una tabla completa de informacién como en el caso del
-ejemplo 3-24. Pudiera conocerse una probabilidad condicional pero nos interesarfa calcular una
probabilidad diferente. En el problema de la contaminacién de semiconductores del ejemplo
3-22, podria formularse la siguiente pregunta. Si el chip semiconductor en el producto falla,
(cudl es la probabilidad de que el chip se haya expuesto a niveles altos de contaminacién?

Por la definicién de probabilidad condicional,

P(A ~B) = P(A | B)P(B) = P(B N A) = P(B | AYP(A)

Ahora b1en considerando el segundo y el dltimo término de la expresién anterior, puede escri-
blrse : : »

para ‘P(B) >V 0 M

Este es un resultado (til que permite resolver P(A | B) en términos de P(B | A).

EJEMPLO 3-29

La pregunta planteada al principio de esta seccién puede responderse como sigue. La probabili-
dad pedida puede expresarse como P(H | F). Entonces,

P(H | F)b = P(F | H) P(H)/ P(F) = 0.10(0.20)/0.0235 = 0.85

El valor de P(F) en el denominador de la solucién, se encontr6 en el ejemplo 3-21.

En general, si P(B) del denominador de la ecuacién 3-11 se escribe empleando 1a regla de
probabilidad total de la ecuacién 3-8, se obtiene el siguiente resultado general que se conoce
como el teorema de Bayes.
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SiE,, Ey i

, son k eventos mutuamente excluy
cualquiera, e ‘ S

'tbnces

EJEMPLO 3-30 ‘

Dado que un nuevo procedimiento médico ha demostrado ser efectivo para la deteccién tempra-
na de una enfermedad, se propone un estudio médico exhaustivo de la poblacién. La probabili-
dad de que la prueba identifique correctamente a alguien que no padece la enfermedad como
negativo es 0.95 y la probabilidad de que la prueba identifique correctamente a alguien con la
enfermedad como positivo es 0.99. La incidencia de la enfermedad en la poblacién general es
0.0001. Usted se somete a la prueba y el resultado es positivo. ;Cudl es la probabilidad de que
usted padezca la enfermedad?

Sea que D denote el evento de que usted padece la enfermedad y sea que S denote el evento
de que la prueba sefiala positivo. La probabilidad pedida puede denotarse como P(D | ). La
probabilidad de que la prueba sefiale correctamente a alguien que no padezca la enfermedad
como negativo es 0.95. Por consiguiente, la probabilidad de una prueba positiva en ausencia de
la enfermedad es

P(S|D’)=0.05

Por el teorema de Bayes,

P(D|S) = P(S|D) P(D)/[P(S | D)P(D) + P(S | D")P(D")]
= 0.99(0.0001)/[0.99(0.0001) + 0.05(1 — 0.0001)}
= 1/506 = 0.002

Sorprendentemente, aun cuando la prueba es efectiva, en el sentido de que P(S | D) es alta
y P(S | D’) es baja, debido a que la incidencia de la enfermedad en la poblacién general es baja,
las posibilidades de que usted padezca en realidad la enfermedad son muy remotas incluso si la
prueba es positiva.

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-7

3-79. Suponga que P(A | B) = 0.8, P(A) =05y areas metropolitanas donde se originan las
P(B) = 0.2. Determine P(B | A). llamadas cada dia. Se ha encontrado que 1%
3-80. El software para detectar fraudes con tarjetas de los usuarios legitimos hacen llamadas de

telefénicas personales rastrea el nimero de dos o mds 4reas metropolitanas en un solo
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dia. Sin embargo, 30% de los usuarios fraudu-
lentos hacen llamadas de dos o més dreas me-
tropolitanas en un solo dfa. La proporcién de
usuarios fraudulentos es 0.01%. Si el mis-
mo usuario hace llamadas de dos o més 4reas
metropolitanas en un solo dia, ;cudl es la pro-
babilidad de que el usuario sea fraudulento?
Los l4ser de semiconductores usados en los
productos de almacenamiento 6ptico requie-
ren niveles mds altos de energia en las opera-
ciones de escritura que en las de lectura. Las
operaciones con niveles altos de energia re-
ducen la vida ttil del l4ser.

Los léaser de los productos utilizados para
hacer respaldos de discos magnéticos de alta
velocidad realizan principalmente tareas de
escritura y la probabilidad de que su vida itil
rebase los cinco afios es 0.95. Los ldser insta-
lados en productos que se usan para almacena-
miento principal dedican aproximadamente
la misma cantidad de tiempo a tareas de lec-
tura y escritura, y la probabilidad de que su
vida ttil rebase los cinco afios es 0.995. Ahora
bien, 25% de los productos de un fabricante
se usan para hacer respaldos y 75% de los
productos se usan para almacenamiento prin-
cipal. :
Sea que A denote el evento de que la vida

- 1til de un laser rebasa los cinco afios y sea que

B denote el evento de que un ldser estd en un
producto utilizado para hacer respaldos.

Use un diagrama de 4rbol para determi-
nar las siguientes probabilidades:

3-8 VARIABLES ALEATORIAS

3-82.
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a) P(B)

b) P(A | B)

a) P(A|B)

b) PANB)

c) P(ANB)

d) P(A)

g) (Cudl es la probabilidad de que la vida
itil de un l4ser rebase los cinco afios?

h) ¢Cuél es la probabilidad de que un laser
que fallé antes de cinco afios proviniera
de un producto usado para hacer respal-
dos? =

Los clientes acostumbran evaluar en for-
ma preliminar el disefio de los productos. En
el pasado, 95% de los productos de gran
éxito recibieron criticas favorables, 60%
de los productos con un éxito moderado re-
cibieron criticas favorables y 10% de los
productos sin mucho éxito recibieron criti-
cas favorables. Ademads, 40% de los produc-
tos han sido de gran éxito, 35% han sido de
éxito moderado y 25% han sido productos
sin mucho éxito.

- a) (Cudl es la probabilidad de que un pro-

ducto obtenga una critica favorable?

b) Si un disefio nuevo obtiene una critica
favorable, ;cuél es la probabilidad de que
serd un producto de gran éxito?

¢) Si un producto no consigue una critica
favorable, ;cual es la probabilidad de que
serd un producto de gran éxito?

Con frecuencia se desea resumir el resultado de un experimento aleatorio en un solo niimero. En
muchos de los ejemplos de experimentos aleatorios que se han considerado, el espacio muestral
se ha reducido a una descripcién de los resultados posibles. En algunos casos, la descripcion de
los resultados es suficiente, pero en otros es conveniente asociar un nimero con cada resultado
del espacio muestral. Debido a que no se conoce de antemano el resultado particular del experi-
mento, el valor resultante de la variable tampoco se conoce de antemano. Por esta razén, la
variable que asocia un niimero con el resultado de un experimento aleatorio se denomina varia-
ble aleatoria.
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Una variable aleatoria se denota por una letra mayiscula, como X. Se hace referencia al
conjunto de los niimeros posibles de una variable aleatoria X como el rango de X. Una vez que
se ha llevado a cabo el experimento, el valor medido de la variable aleatoria se denota por una
letra mindscula como x = 70 miliamperes. Con frecuencia, un expenmento aleatorio se resume
con el valor medido de una variable aleatoria.

Este modelo puede vincularse con los datos que se resumieron en el capitulo 2 de la si-
guiente manera. Los datos son los valores medidos de una variable aleatoria, los cuales se obtie-
nen al repetir varias veces un experimento aleatorio. Por ejemplo, la primera repeticién podria
resultar en una medicién de la corriente de x, = 70.1; al dia siguiente, x, = 71.2; el tercer dia,
x, = 71.1; etcétera. Entonces estos datos podrdn resumirse empleando los métodos descriptivos
expuestos en el capitulo 2. :

Con frecuencia se supone que la medicién de interés —la corriente en un experimento con
un alambre de cobre o la longitud de una pieza maquinada— es un nimero real. Entonces es
posible una precisién arbitraria en las mediciones. Por supuesto, en la prictica las centésimas de
una unidad podrian redondearse a la décima més pr6xima. Se dice que la variable aleatoria que
representa esta medicién es una variable aleatoria continua. El rango de X incluye todos los
valores en un intervalo de nimeros reales; es decir, el rango de X puede pensarse como un
continuo.

En otros experimentos podria registrarse un conteo, como el del nimero de bits transmiti-
dos que se reciben con error. Entonces la medicién se limita a nimeros enteros. O podria regis-
trarse una proporcién, como 0.0042 de los 10 000 bits que se recibieron fueron con error. Entonces
la medicién es fraccionaria, pero sigue estando limitada a puntos discretos sobre la recta real.
Siempre que la medicién se limita a puntos discretos sobre la recta real, se dice que la variable
aleatoria es una variable aleatoria dlscreta

- Definicién

Una vanablev aleatorla dlscreta es una va
contableme te, nflmto) b

able fhl'eatoria c'on un ;rapgo finito (o

En algunos casos, la variable aleatoria X es en realidad discreta, pero, debido a que el rango
de los valores posibles es tan extenso, podria resultar mds conveniente analizar X como una
variable aleatoria continua. Por ejemplo, supéngase que las mediciones de la corriente se leen
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en un instrumento digital que indica la corriente hasta la centésima de miliampere més préxima.
Debido a que las mediciones posibles estdn limitadas, la variable aleatoria es discreta. Sin em-
bargo, podria ser un enfoque més sencillo y conveniente suponer que las mediciones de la co-

rriente son valores de una variable aleatoria continua.

E]emplos de vanables aleatonas contmuas

oot numero de rayaduraq en una superflcle,
_ a;.ventre 1 OOO probadas numero de bltstra

EJERCICIOS DE LA SECCION 3-8

Decida si una variable aleatoria discreta o continua

es el mejor modelo para cada una de las variables

siguientes: ‘

3-83. El tiempo hasta que un proyectil regresa a la
Tierra,

3-84. EIl nimero de veces que un transistor en una

memoria de computadora cambia de estado

en una operacion.

3-85. El volumen de gasolina que se pierde por
evaporacién durante el lienado de un tanque
de combustible.

3-86. Eldidmetro exterior de una flecha maquinada.

3-87. El niimero de grietas que exceden media pul-

‘ gada en 10 millas de una carretera interestatal.

3-88. El peso de una pieza de plastico moldeada

, por inyeccidn.

3-89. El niimero de moléculas en una muestra de

gas.

La concentracién de la salida de un reactor.

La corriente en un circuito electrénico.

3-90.
3-91.

Ejercicios complementarios

3-92. En la prueba de los circuitos de tarjetas im-
presas, cada tarjeta pasa o no pasa la prueba.
~ Una tarjeta que no pasa la prueba se somete
- entonces a verificacién adicional para deter-
minar cudl de los cinco tipos de defectos es
el modo principal de falla. Represente el es-

pacio muestral para este experimento.

| 3-93. Los datosb‘ de  200 piezas maquinadas se resu-

men a continuacién:

profundidad del taladro
mayor que menor que

- la del disefio  la del disefio

condicién del borde

burdo : . 15 10
regular 25 20
liso 60 70

a) (Cudl es la probabilidad de que una pieza
seleccionada tenga una condicién del bor-
de regular y una profundidad del taladro
menor que la del disefio?

b) (Cudl es la probabilidad de que una pieza
seleccionada tenga una condicién del bor-
de regular o una profundidad del taladro
menor que la del disefio?

¢) (Cudl es la probabilidad de que una pieza
seleccionada no tenga una condicién del
borde regular o no tenga una profundidad
del taladro menor que la del disefio?

“d) Construya una representacién de diagra-
ma de Venn de los eventos de este espa-
cio rmuestral.

3-94. La probabilidad de que el pedido de un clien-
te no se envie a tiempo es 0.05. Un cliente
dado hace tres pedidos, con la suficiente se-
paracién en el tiempo como para considerar-
los eventos independientes.
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a) (Cudl es la probabilidad de que todos los
pedidos se envien a tiempo?

b) (Cuél es la probabilidad de que exacta-
mente un pedido no se envie a tiempo?
¢) (Cudl es la probabilidad de que dos o més

pedidos no se envien a tiempo?

3-95. Una placa de acero contiene 20 pernos. Su-

ponga que el torque de cinco pernos no estd

en el limite apropiado. Se seleccionan cua-

tro pernos al azar, sin reemplazo, para verifi-
car el torque.

a) (Cuél es la probabilidad de que el torque
de los cuatro pernos seleccionados esté en
el limite apropiado?

b) (Cuél es la probabilidad de que el torque
de al menos uno de los pernos seleccio-
nados no esté en el limite apropiado?

3-96. El circuito ilustrado abajo opera si y s6lo si

hay una trayectoria de dispositivos funcio-
nales de izquierda a derecha. Suponga que
los dispositivos fallan independientemente y
que la probabilidad de falla de cada disposi-
tivo es la que se indica. ;Cudl es la probabi-
lidad de que el circuito opere?

3-97. En una operacién de llenado automatizado,

la probabilidad de un llenado incorrecto
cuando el proceso opera a baja velocidad es
0.001. Cuando el proceso opera a alta veloci-
dad, la probabilidad de un llenado incorrecto
es 0.01. Suponga que 30% de los recipientes
se llenan cuando el proceso opera a alta ve-
locidad y el resto se llena cuando el proceso
opera a baja velocidad.

a) (Cudl es la probabilidad de que un reci-
piente sea llenado incorrectamente?

b) Si se encuentra un recipiente llenado in-
correctamente, ;,cudl es la probabilidad de
que se haya llenado durante la operaci6n
a alta velocidad?

3-98.

3-99.

Una herramienta de encarte robotizado con-
tiene 10 componentes principales. La pro-
babilidad de que cualquiera de ellos falle
durante el periodo de garantfa es 0.01. Su-
ponga que los componentes fallan indepen-
dientemente y que la herramienta falla si
cualquiera de los componentes falla. ;Cudl

‘es la probabilidad de que la herramienta fa-

lle durante el periodo de garantia?

Una herramienta mecénica estd sin usarse

15% del tiempo. Usted solicita el uso inme-

diato de la herramienta mecénica en cinco

ocasiones diferentes durante el afio. Supon-

ga que sus solicitudes representan eventos

independientes.

a) (Cudl es la probabilidad de que la herra-
mienta mec4nica esté desocupada en to-
das las ocasiones que usted lo solicita?

b) (Cuél es la probabilidad de que la herra-

mienta mecénica esté desocupada exac-
tamente en cuatro ocasiones que usted
lo solicita?

¢) (Cudl es la probabilidad de que la herra-
mienta mecénica esté desocupada en al me-
nos tres ocasiones que usted lo solicita?

'3-100. Un lote de 50 arandelas de separacion con-

tiene 30 arandelas cuyo grosor excede las
especificaciones de disefio. Suponga que se

" geleccionan tres arandelas, al azar y sin re-

3-101.

emplazo, del lote.

a) (Cudl es la probabilidad de que las tres
arandelas seleccionadas sean mds grue-
sas que las especificaciones del disefio?

b) ¢Cuél es la probabilidad de que la terce-
ra arandela seleccionada sea més gruesa
que las especificaciones del disefio si las
dos primeras fueron més delgadas que
la especificacién?

¢) (Cuél es la probabilidad de que la terce-
ra arandela seleccionada sea més grue-
sa que las especificaciones del disefio?

Continuaci6n del ejercicio 3-100. Se selec-

cionan arandelas del lote al azar, sin reem-

plazo.

a) ¢Cudl es el nimero minimo de arandelas
que necesitan seleccionarse para que la
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probabilidad de que todas las arandelas
sean mds delgadas que las especificacio-
nes de disefio sea menor que 0.10? '
b) ;Cudl es el niimero minimo de arandelas
que necesitan seleccionarse para que la
probabilidad de que una o més arandelas
sean mds gruesas que las especificacio-
nes del disefio sea al menos 0.90?
En la tabla siguiente se enlista el historial
de las caracteristicas opcionales en 940 pe-
didos de una computadora bésica.

memoria extra

no s{
procesador de
alta velocidad no 514 68
opcional si 112 246

Sea que A denote el evento de que un pedi-
do incluya el procesador de alta velocidad
opcional y sea que B denote el evento de
que un pedido requiera memoria extra. De-
termine las siguientes probabilidades:

a) PAUB)

b) P(A N B)

¢) P(A"UB)

d) PA"N B)

e) (Cudl es la probabilidad de que un pe-
dido requiera un procesador de alta ve-
locidad opcional, dado que el pedido
requiera memoria extra?

f) (Cudl es la probabilidad de que un pe-
dido requiera memoria extra, dado que
el pedido requiere el procesador de alta
velocidad opcional?

3-103.

3-104.
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La alineacién entre la cinta magnética y la
cabeza en un sistema de aimacenamiento
en cinta magnética, afecta el desempeiio del
sistera. Suponga que 10% de las operacio-
nes de lectura sufren degradaciones por
alineaciones sesgadas, 5% de las operacio-
nes de lectura sufren degradaciones por
alineaciones descentradas y las operacio-
nes de lectura restantes tienen una alinea-
cién correcta. La probabilidad de un error
de lectura es 0.01 para una alineacién ses-

-gada, 0.02 para una alineacién descentrada

y 0.001 para una alineacién correcta.

a) (Cudl es la probabilidad de un error de
lectura?

b) Si ocurre un error de lectura, ;cudl es la
probabilidad de que se deba a una ali-
neacién sesgada?

El circuito ilustrado abajo opera si y s6lo
si hay una trayectoria de dispositivos fun-
cionales de izquierda a derecha. Suponga
que los dispositivos fallan independiente-
mente y que la probabilidad de falla de cada
dispositivo es la que se indica. ;Cudl es la
probabilidad de que el circuito opere?
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3-105. La alineaci6n entre la cinta magnética y la Demanda
cabeza en un sistema de almacenamiento semanal
de cinta magnética afecta el desempefio del Nidmero
sistema. Suponga que 10% de las operacio- de unidades 0 50 100 200
nes de lectura sufren degradaciones por ‘Probabilidad

3-106.

alineaciones sesgadas, 5% por alineaciones

. descentradas, 1% por alineacién tanto ses-

gada como descentrada y las operaciones
de lectura restantes tienen la alineacién co-
rrecta. La probabilidad de un error de lec-
tura es 0.01 para una alineacién sesgada,
0.02 para una alineacién descentrada, 0.06
para ambas condiciones y 0.001 para una
alineacién correcta. (Cuél es la probabili-
dad de un error de lectura?

Suponga que un lote de arandelas es lo sufi-
cientemente grande para que pueda supo-
nerse que el muestreo se hace con reem-
plazo. Suponga que 60% de las arandelas
exceden el grosor de disefio.

. a) ({Cudl es el nimero minimo de arandelas

3-107.

que es necesario seleccionar para que la
probabilidad de que todas las arandelas
sean mas delgadas que el grosor de di-
sefio sea menor que 0.10?

b) (Cuél es el niimero minimo de arandelas
que es necesario seleccionar para que la

probabilidad de que una o m4s arandelas .

sean més gruesas que el grosor de dise-

fio sea al menos 0.907
Una fébrica de productos biotecnoldgicos
puede producir paquetes para pruebas de
diagnéstico a un costo de $20. Cada paque-
te para el que hay demanda en la semana de
produccién puede venderse a $100. Sin
embargo, la vida media de los componen-
tes del paquete requiere que éste se deseche
si no se vende en la semana de produccién.
El costo de desechar el paquete es de $5.
La demanda semanal se resume a conti-
nuacioén:

3-108.

3-109.

3-110.

005 04 03 025

;Cuéntos paquetes deberén producirse cada
semana para maximizar las ganancias pro-
medio de la fdbrica?

Suponer las siguientes caracteristicas del
proceso de inspeccién del ejercicio 3-95.
Si un operador verifica un perno, la proba-
bilidad de que se identifique un perno con
el torque incorrecto es 0.95. Si un perno

de la demanda

“inspeccionado tiene el torque correcto, la

conclusién del operador siempre es acerta-
da. ;Cudl es la probabilidad de que al me-
nos un perno de la muestra de cuatro se
identifique como un perno con el torque
incorrecto?

Si los eventos A y B son independientes, de-
muestre que A’ y B’ son independientes.
Suponga que la tabla del ejercicio 3-71 se
generaliza de la siguiente manera:

cumple
sf no
1 ka kb
proveedor 2 a b

donde a, b y k son enteros positivos. Sea
que A denote el evento de que una muestra
de hule espuma es del proveedor 1 y sea que
B denote el evento de que una muestra de
hule espuma cumple con las especificacio-
nes. Demuestre que A y B son eventos in-
dependientes.

Este ejercicio ilustra el resultado de que
siempre que los renglones de una tabla (con
r renglones y ¢ columnas) son proporcio-
nales, un evento definido por una catego-
ria de rengl6én y un evento definido por una
categoria de columna son independientes.




